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Variedades riemannianas

Definicion
Sea M una variedad. Una métrica de Riemann sobre M es un mapa
diferenciable ¢ : (M) x X(M) — C°°(M) que es un producto interno

encadapeM,ie.
dp :=6(p) : TyM x TyM — R,
donde 4, es definida positiva, simétrica y bilineal.

Teorema de Levi-Civita ' . o o
Sea (M, §) una variedad riemanniana. Existe una Unica conexion afin

VvV X(M) x (M) — X(M) simétrica y compatible con .



Curvaturas

Definicion _
La curvatura de M es el campo tensorial
R:X(M) x X(M) x X(M) — X(M) dado por

R(X,Y,Z) = VxVyZ — VyVxZ — VxyZ.



Curvaturas

Definicion _
La curvatura de M es el campo tensorial
R:X(M) x X(M) x X(M) — X(M) dado por

R(X,Y,Z) = VxVyZ — VyVxZ — VxyZ.

Seccional _ _ '
Sea v,w € T,M linealmente independientes. Se define la curvatura

seccional de vy w como

O(R(v, w)w, v
Secp(v,w) = 2( (2 W, v) >
IVIIF[[w]|* = (v, w)



Curvatura, otra vez

Ricci
Sea x = z, un vector unitario en T,M; tomamos una base ortonormal
{z1,...,2,_4} del hiperplano en T,M ortogonal a x. Se define la

curvatura de Ricci en la direccion x como

Ricp(x,X) = Z(S (x,2))X, z;) ZSecpxz,



Curvatura, otra vez

Ricci
Sea x = z, un vector unitario en T,M; tomamos una base ortonormal
{z1,...,2,_4} del hiperplano en T,M ortogonal a x. Se define la

curvatura de Ricci en la direccion x como

Ricp(x,X) = Z(S X, Z))X, Zi) ZSecpxz,

Observacion
- Notar que la curvatura de Ricci es una especie “traza” de la
curvatura.
- Si Sec = 0, entonces Ric = 0. También vale para el signo.



Segunda Forma Fundamental

Definicion [2] _ _
La segunda forma fundamental de una hipersuperficie H C M con un

campo vectorial normal unitario N : H — NH esta definido como el
campo 2-tensorial

II(X,Y) = 6(VxN,Y), VX,Ye X(M),

donde NH = {ve T,M: p € H,6(v,w),Yw € ToH}.



Tipos de hipersuperficie

Totalmente geodésica o o
Una subvariedad se dice totalmente geodeésica si toda geodésica

esta localmente definida en la misma subvariedad. En particular, si

H"=1 c M es una hipersuperficie, entonces II(X, Y) = 0 para todo
X,Y € X(H).



Tipos de hipersuperficie

Totalmente geodésica o o
Una subvariedad se dice totalmente geodeésica si toda geodésica

esta localmente definida en la misma subvariedad. En particular, si
H"=1 c M es una hipersuperficie, entonces II(X, Y) = 0 para todo
X, Y € X(H).

Superficie minimal
Una hipersuperficie H"=' C M se dice minima si, para cualquier base

ortonormal de TH, 327 TI(E;, E;) = 0.

Observacion _ . o a
Notar que toda hipersuperficie totalmente geodésica es minima.



Motivacion

Figure 1: Estoy aprendiendo a usar Mathematica.



Teorema de Frankel

Frankel (1961) _ .
Sea M una n-variedad riemanniana conexa y completa con curvatura

seccional positiva. Si Ay B son dos subvariedades de M cerradasy
totalmente geodésica tales que dimA + dim B > n, entonces
ANB+# .



Teorema de Frankel

Frankel (1961) _ .
Sea M una n-variedad riemanniana conexa y completa con curvatura

seccional positiva. Si Ay B son dos subvariedades de M cerradasy
totalmente geodésica tales que dimA + dim B > n, entonces
ANB+# .

Idea de la demostracion

- Existe una geodésica v que minimiza y es ortogonal a Ay B.

- Existe un campo vectorial X a lo largo de v que es tangente a Ay
B en los extremos.

- La segunda variacion respecto a X es negativa.



Generalizaciones

Theorem 3, [3] .
En una variedad riemanniana conexa y completa con curvatura de

Ricci positiva, cualquier par de hipersuperficies minimales deben
intersectarse.



Generalizaciones

Theorem 3, [3] .
En una variedad riemanniana conexa y completa con curvatura de

Ricci positiva, cualquier par de hipersuperficies minimales deben
intersectarse.

Lemma 2.4, [1] ) ) )
Sea M" una n-variedad riemanniana compacta orientable con borde

no vacio OM. Suponga que M tiene curvatura de Ricci no negativa y el
borde es estrictamente convexo respecto al vector normal interior.
Entonces, cualquier par de hipersuperficies minimas orientables
propiamente incrustadas de M con borde libre en 9M deben
intersectarse.



Condiciones para el borde

Estrictamente convexo . _
Sea M una variedad riemanniana con borde. Se dice que OM es

estrictamente convexo con respecto al vector normal interior si
existe una constante k € R* tal que II(v,v) > k para todo vector
unitario v € TpoM.

Borde libre

Se dice que H C M es una hipersuperficie con borde libre si Hy OM
intersectan ortogonalmente a lo largo de 9%.



Un poco de teoria de Morse

Decimos que el indice de una geodésica es mayor o igual a R si
existe un espacio de campos k-dimensional a o largo de ~ tales que
la segunda variacion de estos campos es negativa.



Un poco de teoria de Morse

Decimos que el indice de una geodésica es mayor o igual a R si
existe un espacio de campos k-dimensional a o largo de ~ tales que
la segunda variacion de estos campos es negativa.

Proposicion

Sea M una variedad riemanniana completay A € M una subvariedad
compacta. Si toda geodésica en Q4 4(M) que es perpendicular a A en
los extremos tiene indice mayor o igual a k, etnonces A C M es
k-conexo.



Teorema de Wilking

Wilking (2003) _ _ . .
Sea M™ una variedad riemanniana cerrada con curvatura seccional

positiva. Si A"~F © M es una subvariedad cerrada totalmente
geodeésica, entonces A C M es (n — 2k + 1)-conexo.
Observacion

- Laidea de la demostracion es la misma que la, del teorema de
Frankel.

- Por tanto, buscamos hacer una generalizacion no negativa para
el Teorema de Wilking.
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