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Curvas Elı́pticas

Definición 1.1
Una curva elı́ptica E = C/Λ, donde Λ es un reticulado (subgrupo discreto de
rango maximal).

Toda curva elı́ptica es isomorfa a

C/ ⟨1, τ⟩Z ,

para algún τ ∈ H.
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Curvas Elı́pticas

Estas variedades analı́ticas de dimensión compleja 1 tienen muchas propiedades
interesantes:

Son grupos abelianos.
Son variedades proyectivas. Por ejemplo existe una aplicación u

u : C/ ⟨1, τ⟩Z → P2,

donde la imagen de u en P2 está contenida en

C : y2z = 4x3 − g2xz2 − g3z3

donde g2,g3 están determinadas por τ.
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Variedades abelianas

Sea V un C-espacio vectorial de dimension g y Λ un reticulado en V .

Definición 1.2
Una variedad abeliana es un toro complejo A = V /Λ tal que existe una forma
R-bilineal antisimétrica no degenerada E en V con E(iv , iw) = E(v ,w) para
todo v ,w ∈ V y E(Λ × Λ) ⊂ Z.

Vı́ctor Valdebenito (Universidad de La Frontera) Variedades de Prym-Tyurin 29, Mayo 2024 7 / 24



Variedades abelianas

El par (A,E) se denomina una variedad abeliana polarizada.
Dada una polarización sobre A = V /Λ, siempre existe una base λ1, . . . ,λ2g
de Λ de tal manera que

E =

(
0 ∆g

−∆g 0

)
,

donde ∆g = diag(d1, . . . ,dg) tales que di |di+1. La tupla (d1, . . . ,dg) se
denomina el tipo de la polarización.
Una variedad abeliana polarizada (A,E) con E de tipo (1, . . . ,1) se
denomina una variedad abeliana principalmente polarizada (v.a.p.p.).
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Ejemplos de variedades abelianas

Ejemplo 1.3 (Curvas Elı́pticas)
Dada Eτ = C/Λτ con Λτ = ⟨1, τ⟩Z y τ ∈ H, podemos definir:

H : C × C → C

(v ,w) 7→ vw
Im τ

Entonces E = ℑH es una polarización para Eτ.

Para la base {τ,1} de Λτ se tiene que

E =

(
0 1
−1 0

)
,
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Ejemplos de variedades Abelianas I

Ejemplo 1.4 (Variedades Jacobianas)
Sea C una curva suave proyectiva sobre C de género g. El espacio de las
1-formas holomorfas sobre C

H(1,0)(C) ∼= Cg .

Sea H1(C,Z) ∼= Z2g el primer grupo de homologı́a de C. Sea

ȷ : H1(C,Z) → H(1,0)(C)∗

γ 7→ ω 7→
∫

γ
ω.

La aplicación ȷ es inyectiva, por lo que H1(C,Z) es un reticulado en H(1,0)(C).
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Ejemplos de variedades Abelianas II
Ejemplo 1.4 (Variedades Jacobianas)
El cociente

JC := H(1,0)(C)∗/H1(C,Z)

es un toro complejo de dimensión g llamado la variedad Jacobiana de C o
simplemente la Jacobiana de C. Más aún, JC es una variedad abeliana, a la que
se le puede colocar una polarización principal de manera canónica.

C
α1 α2 αg−1 αg

β1 β2 βg−1 βg
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Descomposición de variedades abelianas

Teorema 1.5
Sea G un grupo finito actuando sobre una variedad abeliana A. Existen
subvariedades abelianas G-simples A1, . . . ,Ar of A tales que el mapa suma

µ : A1 × · · · × Ar → A

es una isogenia G-equivariante. Esta descomposición es única modulo isogenias
y permutaciones.
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Moduli de variedades abelianas

Sea g ≥ 1 fijo. Entonces el conjunto

Ag = {variedades abelianas p.p. de dimensión g}/ ∼

se denomina el espacio de Moduli de v.a.p.p. Este conjunto es:
una variedad analı́tica, pero con singularidades. El lugar singular:

Sing(Ag) = {A ∈ Ag | Aut(A) ̸= {±1}}.

una cuasi-variedad proyectiva de dimensión
g(g + 1)

2
.
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Moduli de variedades abelianas

Sea Mg el espacio de moduli de curvas suaves proyectivas (superficies de
Riemann compactas) de género g. La aplicación de Torelli:

t : Mg → Ag

C 7→ (JC,Θ)

es inyectiva. La clausura de t(Mg) (Jg) dentro de Ag es una subvariedad de
dimensión 3g − 3.

t es dominante para g = 2,3.
Para g ≥ 4:

dim(t(Mg)) < Ag .
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Variedades de Prym

Sea f : C̃ → C un morfismo finito de curvas suaves proyectivas. Mediante
pullback f induce un morfismo

f ∗ : JC → JC̃.

La subvariedad f ∗(JC) en JC̃ tiene un único complemento con respecto a Θ̃
denotado por P(f ) o P(C̃/C) denominada la variedad de Prym de f . Se tiene
que

JC̃ ∼ f ∗(JC)× P(f ).
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Variedades de Prym clásicas

En el caso que f : C̃ → C es un cubrimiento étale doble, se sabe que

Θ̃|P(f ) = (2, . . . ,2).

C̃

C ≃ C̃/ ⟨ı⟩

f

C C

α̃−g α̃−g−1 α̃0 α̃+g−1 α̃+g

α0 αg−1 αg

˜β−
g

˜β−
g−1

˜β0
˜β+
g−1

˜β+
g

β0 βg−1 βg
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El Prym-map
Sea

Rg+1 = {f : C̃ → C | étale doble con g(C) = g + 1}/ ∼ .

El Prym-map:

p : Rg+1 → Ag

f 7→ (P(f ),Ξ)

donde Θ̃|P(f ) ≡ 2 Ξ.
p es dominante para g = 4,5.
Para g ≥ 6:

dim(Pg) < Ag .

Jg ⊂ Pg
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Generalizando
Tyurin [Tju72], encontró una manera de producir v.a.p.p. desde subvariedades de
la Jacobiana de una curva.

Definición 2.1
Una v.a.p.p (P,Ξ) es una variedad de Prym-Tyurin de exponente q si existe una
curva C y un embebimiento P ↪−→ JC tal que

Θ̃|P(f ) ≡ q Ξ.

En [Kan87], Kanev da una serie de ejemplos de variedades de Prym-Tyurin
utilizando grupos de Weyl.
Otros ejemplos fueron dados por Lange-Recillas-Rojas en [LRR05], y
Prym-Tyurin de exponente arbitrariamente grande en [CLRR09].
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Problema

¿Cómo podemos caracterizar las variedades de Prym-Tyurin de exponente
pequeño?. En particular exponente q = 3.

Se conocen muy pocos ejemplos de exponente bajo. En [LR12] los autores
encuentran algunas variedades de Prym-Tyurin de exponentes pequeños
(q = 3,4) que aparecen como factores isotı́picos de Jacobianas de curvas.

¿Qué se ha podido hacer hasta ahora?
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Variedades de Prym-Tyurin de exponente pequeño.
Cuadro: Ejemplos de variedades de Prym-Tyurin de exponente pequeño.

Group G acting on C̃ —- genus of the curve C̃ —- exponent —- dimension

S3 × S3(C3 × C3) 7 3 2
13 3 4

C3 × C∗∗
3 7,10 3 2

C3 × C∗∗
3 13 3 4

A5 9 3 4
13 3 4

A5 9 3 4
PSL(2,8) 15∗ 3 7

PSL(2,11) 26∗ 3 10
PSL(2,7) 15∗ 3 7

10 4 3
A4 8,11,14 4 2

12 4 3
S4 7,13,15,16,19 4 1

8,11,14∗,17,20,26∗ 4 2
10,13 4 3
16,19 4 4

Q∗
8 10,20,25 4 3

26 4 5

Vı́ctor Valdebenito (Universidad de La Frontera) Variedades de Prym-Tyurin 29, Mayo 2024 20 / 24



Nuevos ejemplos

Proposición 3.1
Sea C̃ una curva suave proyectiva de género 13 con acción del grupo
G = C3 × C3 = ⟨s, t⟩ y signatura s = (1;3,3,3,3). Entonces

JC̃ ∼ JC × P(Cs/C)× P(Cst /C)× P(Cs2t /C)

y más aún, cada una de las Pryms son una variedad de Prym-Tyurin de
exponente 3 y dimensión 4.
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Nuevos ejemplos

JC̃ ∼ JC × P(Cs/C)× P(Cst /C)× P(Cs2t /C)
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Nuevos ejemplos

Proposición 3.2
Sea C̃ una curva suave proyectiva de género 10 con acción del grupo
G = C3 × C3 = ⟨s, t⟩ sin puntos fijos. Entonces

JC̃ ∼ JC × P(Cs/C)× P(Ct /C)× P(Cst /C)× P(Cs2t /C)

y más aún, cada una de las Pryms son una variedad de Prym-Tyurin de
exponente 3 y dimensión 2.
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