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RESUMEN Y ESTRUCTURA DE
LA TESIS

Existen muchas aplicaciones importantes para la sociedad que involucran el flujo
en medios porosos, por ejemplo la contaminacién del agua y del suelo, el almace-
namiento de C'O,, la gestion de desechos nucleares, la recuperacién mejorada de
petrdleo, por nombrar algunas. Los modelos matematicos para el flujo multifasico
en medios porosos involucran ecuaciones diferenciales parciales no lineales acopladas
en dominios geométricamente complejos y que pueden variar en el tiempo, pues la
mayoria de las aplicaciones que mencionamos son evolutivas. En este trabajo consi-
deramos un caso particular de flujo bifasico que es usado para modelar el flujo de
agua en el suelo.

El flujo agua a través de medios porosos estd matematicamente descrito por la
Ecuacion de Richards. Esta es una ecuacién diferencial doblemente no lineal degene-
rada que no posee solucién analitica, sin embargo existen algunos trabajos que dan
soluciones analiticas para ciertos casos particulares ver por ejemplo [1]. La ecuacién
Richards es dificil de resolver numéricamente, mas ain la no linealidad y la dege-
neracion hacen que el diseno de esquemas numéricos para este problema sea una
tarea desafiante.

El modelado matematico y la simulacién numérica son herramientas poderosas y
bien reconocidas para predecir el flujo en medios porosos, y por lo tanto permiten
comprender y finalmente resolver los problemas mencionados anteriormente. Existen
una variedad de métodos numéricos para resolver la Ecuacién de Richards pero segiin
la literatura los métodos implicitos son los que dan mejores resultados ya que los
esquemas obtenidos permiten simular el problema degenerado. Sin embargo estos
producen problemas no lineales que deben ser resueltos mediante métodos de lineali-
zacion. En cuanto a la discretizacion espacial, hay varias opciones posibles, como son:
diferencias finitas, elementos finitos de Galerkin, elementos finitos mixtos, voliimenes
finitos entre los principales.

Cuando se usan esquemas implicitos para resolver la Ecuacién de Richards, su
rendimiento depende en gran medida de la robustez y eficiencia del método de li-
nealizaciéon que estemos utilizando. Es asi que a pesar de la intensa actividad in-
vestigadora de las iltimas décadas, todavia existe una gran necesidad de desarrollar
métodos de linealizacién robustos y eficientes para la Ecuacién de Richards. Los prin-
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cipales métodos de linealizacion que se han usado para estd ecuacion son: método
de Newton-Raphson, método de Picard, método de Picard Modificado y més reciente-
mente el L-scheme. El método de Newton es cuadraticamente convergente y ha sido
aplicado con mucho éxito a la Ecuacién de Richards, sin embargo tiene algunos incon-
venientes, es solo localmente convergente y necesita el cdlculo de algunas derivadas.
El método Picard, aunque ampliamente utilizado, no es una buena opcién cuando
se aplica a la Ecuacién de Richards pues no tiene un buen rendimiento y es menos
robusto que el esquema de Newton [2]. El método Picard Modificado aparece como
una mejora al método de Picard, este es solo linealmente convergente, pero es més
robusto que el método de Newton [3,4]. El L-scheme es un método muy robusto y
no necesita el calculo de derivadas, mas ain su convergencia global estd demostrada
en varios trabajos, sin embargo es solo linealmente convergente .

Esta tesis propone nuevos esquemas de linealizacién para la Ecuacion de Richards.
Los esquemas desarrollados son mas robustos y eficientes que los ya existentes por lo
que se convierten en una extraordinaria alternativa. Se demuestra rigurosamente la
convergencia de los nuevos esquemas y se discute la convergencia de los otros métodos.
Los métodos de linealizacion se prueban con varios ejemplos numéricos ilustrativos
y se compara el rendimiento de los métodos propuestos con los esquemas existentes.
Se estudia el rendimiento de los esquemas con respecto a su robustez, tiempo de
CPU y orden de convergencia. Utilizamos un Esquema de Euler semi-implicito para
discretizar el tiempo y el método elementos finitos para discretizar el espacio, sin
embargo, estos métodos deberian funcionar para cualesquier discretizacion espacial
escogida.

La tesis esta dividida en cinco capitulos. En el primer capitulo se estudia el mo-
delo matematico y sus implicaciones fisicas, asi como también hacemos una revision de
todos los trabajos que se han publicado sobre el tema hasta la fecha. En el segundo
capitulo hacemos un estudio detallado de los principales métodos de linealizacién
para la Ecuacion de Richards, tomamos las ideas de varios trabajos para probar ri-
gurosamente la convergencia de los esquemas y finalmente discutimos estos hallazgos
tedricos. En el capitulo tres, buscamos una generalizacién del L-scheme probamos
rigurosamente su convergencia y la usamos para construir una familia de esquemas
de linealizacién de primer orden, robustos, eficientes y globalmente convergentes.
Proponemos cinco esquemas que mejoran la convergencia del L-scheme uno de estos
con convergencia de segundo orden, finalmente verificamos los resultados tedricos
mediante tres ejemplos numéricos. En el cuarto capitulo proponemos tres nuevos
esquemas de linealizacion para la Ecuacion de Richards, se prueba tedricamente su
convergencia, todos son robustos y tienen orden de convergencia superlineal pudiendo
incluso en algunos casos llegar a ser cuadratica. El primer método es una combinacion
eficiente de los métodos de Newton y L-scheme, el segundo esquema esta inspirado en
el método de la secante y no usa las derivadas de las funciones involucradas y el dltimo
método combina el segundo método con el L-scheme. Los métodos se prueban en cua-
tro ejemplos numéricos ilustrativos en dos y tres dimensiones espaciales. El capitulo



cinco esta dedicado a las conclusiones, observaciones y recomendaciones finales.
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Capitulo 1
MODELO MATEMATICO

1.1 Derivacion de la Ecuacion de Richards

En esta secciéon presentamos un modelo matematico de flujo derivado de las leyes
de conservacién de masa y de Darcy. El modelo resultante es la ecuacién diferen-
cial de Richards y tiene muchisimas aplicaciones en varias areas de la ingenieria,
por lo que es de vital importancia para la ciencia y la sociedad estudiar y entender
este fendmeno. Algunas de sus aplicaciones son los flujos de aguas subterraneas, la
dindmica de humedad en materiales de construccién, simulaciéon de yacimientos de
petréleo, en la agricultura permite modelar dinamica del flujo de agua en el suelo y
su efecto significativo en el crecimiento de las plantas [5].

1.1.1 Ecuacion de Continuidad

Un medio poroso es una matriz solida indeformable con huecos que pueden o no estar
interconectados llamados poros. Los poros permiten el paso de un fluido a través del
medio poroso. La porosidad del medio representa la fraccion del espacio total que
puede ser ocupado por el fluido. En este contexto podemos definir la porosidad n
[L3/L?] como la relacién entre el volumen total Vr y el volumen de los poros Vp

Resulta evidente que 0 < 1 < 1. Dado que el fluido circula a través de los poros, el
volumen de fluido en el interior del medio poroso V toma un valor inferior al volumen
de los poros. Definimos el contenido de humedad 6 [L3/L?] como la fraccién total de

volumen del medio poroso que esta ocupada por el fluido

0=—.
Vr



CAPITULO 1. MODELO MATEMATICO )

Se deduce inmediatamente que 0 < 6 < n < 1. La saturacion del fluido se define
€Omo

Vi
Sp=—.
F Vo
de donde se tiene que

Segtin Marinoschi (2010) [6] debemos considerar las siguientes hipdtesis sobre el
medio poroso y el fluido:

(i) El medio poroso es isétropo, indeformable y homogéneo con porosidad con-
stante.

(ii) El fluido es incompresible y no tiene reacciones quimicas con el medio poroso.
(iii) El flujo no tiene histéresis.

Consideramos que no existe una distribucion uniforme de fluido en el interior del
medio poroso y esta varia en el tiempo, por lo que el contenido de humedad es distinto
en cada punto del espacio y en cada instante de tiempo. Por esta razén se considera
el contenido de humedad como funcion del espacio y del tiempo. También se conoce
que el contenido de humedad es funcién de la cabeza de presion ¥ [L], mediante
la conocida curva de retencién de humedad. Esta relacién sera tratada con mayor
detalle posteriormente, pero se encuentra bien documentada en [7,8].

Fisicamente 6 > 6,, donde 0, es una constante positiva a la que llamaremos
contenido de humedad residual y 8 < 6, <7, donde 6 es una constante denominada
contenido de humedad saturada. Cuando 6 = 6, se dice que es un flujo saturado,
si por el contrario # < f,, entonces diremos que se trata de un flujo no saturado,
es decir, los poros no se encuentran completamente llenos de fluido sino que ademas
contienen aire.

Sea Q C R? con d € {1,2,3} un dominio abierto acotado conexo que representa
el medio poroso incluyendo los poros, y (0,7") un intervalo finito de tiempo, donde T
es una constante positiva fija. Definimos el contenido de humedad como la funciéon
6:Qx(0,T) — [0,0s], donde O(Z,t) es el contenido de humedad en un punto del
espacio ¥ € €2 y un tiempo t determinado.

Sea w C €2 un volumen de control fijo pero arbitrario, entonces el volumen total de
fluido contenido en w en un tiempo ¢t esta dado por:

Puesto que el fluido es incompresible, el principio de conservacion obliga a que el vo-
lumen total de fluido en el interior de w se mantenga constante en el tiempo,

v d [, .

w



CAPITULO 1. MODELO MATEMATICO 3

Usando en la ecuaciéon anterior, el teorema de transporte de Reynolds y el teorema
de la divergencia de Gauss se tiene que:

[12 it ac -0

w

donde ¢ [LT7'] es el flujo. Como w es arbitrario se deduce que

% + div(g) = 0 sobre Q x (0,7).

De manera més general si consideramos la existencia de fuentes o sumideros se tiene
la ecuacién siguiente:

% + div(q) = S sobre Q x (0,7, (1.1)

donde S : Q x (0,7) — R es una funcién que representa las posibles fuentes o
sumideros. Para mayores detalles sobre la ecuacién de continuidad nos podemos
referir a Jacques y Delleur (2006) [9].

1.1.2 Ley de Darcy-Buckingham

El punto méas importante para el modelo matematico de flujo en medios porosos es la
ley de Darcy formulada en 1856 por el ingeniero francés Henry Darcy [9]. La ley fue
originalmente introducida para flujo en medios porosos saturados, y posteriormente
extendida para medios porosos no saturados por Buckingham en 1907 [10], y describe
las caracteristicas del movimiento de un fluido a través de un medio poroso continuo,
homogéneo e isétropo y esta descrita por:

donde ¢, [LT7'] es el flujo definido como el caudal por unidad de drea del medio
poroso, VH es el gradiente hidraulico adimensional y representa la pérdida o cambio
de potencial hidraulico por unidad de longitud medida en el sentido del flujo, H =
U + z [L] es el potencial hidrdulico, donde ¥ [L] es la cabeza de presién y z [L] es
la coordenada vertical positiva, K () [LT '] es la conductividad hidrdulica del medio
poroso y representa la mayor o menor facilidad con la que el medio poroso deja pasar
el fluido. # también es funcién de ¥ y esta relacion se encuentra dada a través de la
denominada curva de retencion de humedad. Por lo tanto la conductividad hidraulica
K también es funcién de ¥, es asi que podemos escribir alternativamente K (6) o
K(¥) o K(6(¥)). La Ley de Darcy-Buckingham esta dada por:

d=—K((U)V(¥ + 2) sobre Q x (0,7). (1.2)

Es importante notar que la conductividad hidraulica K depende de la cabeza de
presion ¥ pero a través del contenido de humedad 6. Ademas debemos tener en
cuenta que el fluido considerado en la Ley de Darcy-Buckingham y a través de este
documento es incompresible y no viscoso.
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1.1.3 Ecuacién de Richards

El resultado de reemplazar la Ley de Darcy-Buckinghan (1.2) en la ecuacién de
continuidad (1.1) produce la famosa Ecuacién de Richards. Esta fue propuesta
por Richards en 1931 y describe el movimiento de un fluido a través de un medio
poroso [11]

00()

ot

En la zona saturada, las funciones 6 y K son constantes y W > 0. Por el contrario si
el flujo es no saturado, 6 y K son funciones no lineales de ¥ y ademas ¥ < 0, esto
significa que la Ecuacion de Richards es una ecuacion diferencial no lineal. Ademas
la ecuacién degenera cuando K (0(¥)) — 0, que es el caso de difusion lenta, o cuando
0 es constante que se llama difusion rapida. La region de degeneracién depende de
la saturacién del medio, por lo que estas regiones no son conocidas apriori y pueden
variar en el tiempo y en el espacio. En este trabajo nos concentraremos especialmente
en el caso de difusion rapida, donde es tipica la degeneracion eliptica-parabdlica y la
baja regularidad de las soluciones [12]. La no linealidad y la degeneracién hacen que
el diseno y andlisis de los esquemas numéricos para la Ecuacion de Richards sean
tareas desafiantes.

Varios estudios experimentales han demostrado la dependencia no lineal que tienen
las funciones 6 y K de la cabeza de presion ¥, por lo que varios modelos empiricos
y semiempiricos se han propuesto, la mayoria de estos consideran una sola capa de
suelo y se modelan a través de funciones no lineales continuas y no decrecientes.
Sin embargo, existen trabajos donde se consideran modelos con menos regularidad,
como por ejemplo discontinuidades que se producen cuando se consideran dos capas
de suelo [13]. Uno de los modelos més populares fue propuesto por Van-Genuchten
1980 [7].

—div(K(V)V(¥ + z)) =S sobre  x (0,7). (1.3)

1.1.4 Modelo de Van-Genuchten

El modelo de Van-Genuchten produce un buen ajuste a las curvas de datos experi-
mentales por lo que es usado frecuentemente para comparar nuevos modelos que han
sido propuestos por investigadores, asi como también es cominmente utilizado para
mostrar la bondad de los nuevos esquemas numéricos desarrollados, ver por ejem-
plo [2-4,14-24]. Este modelo representa la curva de retencién de humedad de la
manera siguiente:

0(T) =

0s—6, .
{&+EWWW’&@§Q (1.4)

0, si U > 0,

donde 6, es el contenido de humedad saturado, definido como el maximo contenido
volumétrico de fluido que un suelo puede tener, se conoce ademas que 0, no es igual
a la porosidad del suelo, de hecho es un 5% a 10% mas pequeno ya que existe aire
atrapado o disuelto en el fluido. El contenido de humedad residual 6, es la cantidad
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Figura 1.1: Ejemplo del modelo de Van-Genuchten

de fluido en el suelo que no interviene en el flujo de la fase liquidada y toma valores
estrictamente positivos, puesto que los poros pueden estar bloqueados o la absorcién
dada por la fase sélida es demasiado fuerte. Asi, 05 y 6, son dos constantes positivas
tales que 0 < 0, < O(V) < 0, < +oo para todo ¥ € R y por lo general son obtenidas
usando técnicas estadisticas en los datos experimentales. Los parametros «, n, y m
son constantes propias del suelo que afectan directamente a la forma de la curva, mas
aln «a es un parametro empirico cuya inversa es normalmente asociada al valor de la
presion de entrada de aire, el pardmetro m se toma como m =1 — % om=1-— %

La conductividad hidraulica en funcion de la cabeza de presion que la notaremos
como K (V) esta dada por:

—(a)Tn-1 a ‘l!|)")7m]2 .
K, [1—(a| @)~ (14 Id <0
K(V) = @) P SLE = (L.5)
K, siv >0,

donde la constante K representa la conductividad hidraulica cuando el medio poroso
estd saturado. Unos célculos simples nos llevan a concluir que en el modelo de Van-
Genuchten, la curva de retencién de humedad y la conductividad hidraulica son fun-
ciones continuas, monétonas no decrecientes, positivas y acotadas. La funcién ()
es derivable paran > 1y sin < 1 la funcién es derivable en todos los puntos excepto
en 0. La conductividad hidraulica es derivable para n > 2 y si n < 2 la derivabilidad
falla en 0. Ademaés la eleccion de n > 2 implica que las funciones (V) y K(¥) son
Lipschitz continuas. Los valores de los parametros de Van-Genuchten para varios
tipos de suelo pueden consultarse en [25]. Observe que en los dos modelos descritos
anteriormente cuando ¥ > 0, es decir, cuando el flujo es saturado, las dos funciones
son constantes. En la Figura 1.1 se puede distinguir las graficas de estos modelos.
Otro modelo bastante popular es el propuesto por Haverkamp en 1977 [8], este ha
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sido utilizado en varios trabajos [3,15,26-30]. Este modelo esta dado por:

0, +Ct) i W<
O(V) = T S% -7 (1.6)
0, si ¥U>0,
K(\If) . KSA+'?\I,‘7, si W <0, (1 7)
| K, si U >0, '

donde 3, A y v son parametros adimensionales de ajuste de las curvas.

1.1.5 Hipotesis Matematicas

En esta parte vamos a especificar de manera general las propiedades matematicas
de las funciones hidraulicas involucradas. Una referencia muy importante donde
se encuentran muy bien documentadas estas propiedades es el libro de Marinoschi
(2010) [6] en las paginas 20,21 y 177.

Hipétesis 1.1.1. Asumimos las siguientes hipotesis sobre 0 y K :

(i)

(i)

La curva de retencion de humedad es una funcion estrictamente positiva, aco-
tada y continua

6: R — 6,04
U — (V)

donde 0, y 0, son dos constantes tales que 0 < 0, < 0, < 1. Ademds 0 cumple
con las siguientes propiedades:

e O(V) =0, para todo ¥ >0 y O(V) < 05 para todo ¥ < 0.

e FEl contenido de humedad restringido al intervalo (—o0,0) es una funcion
mondtona creciente y dos veces diferenciable.

° &11%9(\11) =0,.

La funcion de capacidad especifica se define como la derivada del contenido de
humedad respecto a la cabeza de presion y es una funcion acotada, positiva y no
necesariamente continua en cero

d—OZCI R —)[O,CQ]

A\
v — C(V)

donde Cy es una constante positiva. C cumple con las siquientes propiedades
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e C(V) =0 para todo ¥ > 0.

e La capacidad especifica restringida al intervalo (—oo,0) es una funcidn no
negativa, acotada y diferenciable.

e FExiste un unico Wy € (—00,0) tal que:

C(¥y) = max C(V)

YeR

(11i) La conductividad hidrdulica se define como una funcion estrictamente positiva
acotada y continua

K: R — K, K,
U — K(T)

donde K, y K, son numeros reales fijos, tales que 0 < K, < K, < +00. Esta
funcion cumple con las siguientes propiedades:

o K(V)= K para todo V>0 y K(V) < Ky para todo ¥ < 0.

e La conductividad hidrdulica restringida al intervalo (—oo 0) es una funcion
monotona creciente y dos veces diferenciable.

e lim K(V) = K.
v—0

Es facil verificar que los modelos de Van-Genuchten y Haverkamp cumplen con
las hipétesis 1.1.1

1.2 Ecuacion de Richards

Sea Q C R d € {1,2,3} un abierto conexo acotado con frontera 9 Lipschitz
continua, definimos 2y =Q x (0,7") para una constante fija 7' > 0. Consideramos la
siguiente ecuacién diferencial parcial cuasi lineal degenerada eliptica-parabdlica:
00(V
%) —div[K(V)V (¥ +2)] =S sobre Qr

+ Condiciones iniciales
+ Condiciones de borde

(1.8)

1.2.1 Formas de la Ecuacion de Richards

En la literatura se puede encontrar la Ecuacion de Richards principalmente en cuatro
formas, las tres primeras se las puede consultar en los trabajos de Celia et al. (1990)
[3], Caviedes et al. (2013) [19], Berardia et al. (2016) [29], Marinoschi (2010) [6],
y la cuarta forma se la puede encontrar en los trabajos de Radu et al. (2004) [31],
Pop et al. (2004) [32], Radu et al (2008) [33]. A continuacién se presentan de forma
resumida.
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Ecuacion de Richards en su forma mixta:

Se expresa en términos de la cabeza de presiéon y el contenido de humedad, y es la
ecuacién (1.8).

Ecuacién de Richards en términos en presién (basada-V):

Se expresa en términos de la cabeza de presion W. Para obtenerla se usa la regla de
la cadena en el primer término de la ecuacion (1.8)
o0(¥)  00(¥)ov ov

o ov E‘C(\I’)E’

donde la funcién C(¥) se conoce como funcién de capacidad especifica, luego la
ecuacion deseada es:

C(xp)%—f — div(K(0(T)) V(T + 2)) = S. (1.9)

Ecuacién de Richards en términos del contenido de humedad (basada-6):

Se escribe en términos del contenido de humedad @, por lo que la ecuacién es valida
solamente para la zona no saturada. En esta zona suponemos que la funcién 6(¥) es
una biyeccién, por lo tanto tiene sentido escribir W(6) . Usando la regla de la cadena

se obtiene .
U(h) = —Vb
VU (0) (%v

por lo tanto se tiene:

K(0)VU(6) = K(@)g—‘gve — D(0)V,

donde a D(#) se conoce como difusividad. Observe que la conductividad hidraulica
K(¥(0)) la notamos simplemente como K (6), por lo que la ecuacion (1.8) se puede
escribir como

% _ div(DO)V(9)) — af;i‘))
La ecuacién (1.10) se encuentra descrita en términos de la variable conservada 6 y no
se puede resolver cuando el flujo se satura puesto que 6 y K se vuelven constantes y
los términos del lado izquierdo de la ecuacién se anulan. Ma&s atn, es bien conocido
que esta ecuaciéon en condiciones de heterogeneidad produce soluciones discontinuas.

Esta claro que esta ecuacién no puede representar adecuadamente el fenémeno
fisico, pues en un instante de tiempo determinado el medio porosos puede presentar
regiones donde el flujo se satura y otras donde el flujo es no se satura. Esta es una
de las razones por la que (1.10) no ha despertado mucho interés en la comunidad
cientifica, de hecho solo hemos encontrado una referencia de los ltimos 10 afios [1],
donde se obtiene una solucion analitica para un caso particular.

= S. (1.10)
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Cuarta forma de la Ecuacién de Richards:

La cuarta forma resulta de aplicar la transformada Kirchhoff, con esto se consigue
combinar las dos principales no linealidades en una sola. De acuerdo con [12,31-33]
la transformada esta dada por:

K: R - R
v — ’C(\I’):f‘le(g(S))ds.

Si definimos la funcién u = IC(V) se tiene inmediatamente que Vu = K(0(¥))VW.
Por otro lado de las propiedades de K y 6 se deduce que la funcién K es invertible,
es asi que tomamos b = 0 o K~ de donde se tiene que 6(¥) = b(u), finalmente
reemplazando en la forma mixta de la Ecuacion de Richards se tiene:

ob(u)
ot

— div(Vu + K (b(w))E,) = S, (1.11)

donde €, es el vector unitario en la direccién z.

1.2.2 Existencia y unicidad de solucién de la Ecuacién de
Richards

La existencia y unicidad de solucién de la Ecuacion de Richards para diversas condi-
ciones de borde puede ser consultado en Marinoschi (2010) [6],Van Duyn et al.
(1982) [34], Alt (1983) [12], Kacur (1990) [35], y Otto (1996) [36]. Sin, embargo
el trabajo més importante es el de Alt (1983) [12], que estudia un sistema de ecua-
ciones diferenciales no lineales eliptico-parabdlicas que constituye un problema muy
general donde la de Richards es un caso particular.

1.3 Marco Numérico

A la largo de esta seccién describiremos brevemente los diferentes esquemas numéricos
que se han usado para resolver la Ecuacion de Richards. Hemos dividido esta seccion
en dos partes, los esquemas para discretizar el tiempo y los esquemas para discretizar
el espacio dejando los métodos de linealizacion para tratarlos con mayor detalle en el
Capitulo 2.

1.3.1 Discretizacion en el tiempo

El esquema mas popular para discretizar el tiempo es el Esquema de Euler, ver por
ejemplo [3,4,13-15,19, 21, 23, 26, 28, 31-33, 37-43]. Aun cuando las dos formas de
la Ecuacién de Richards, basada-U (1.9) y la forma mixta (1.8), son equivalentes,



CAPITULO 1. MODELO MATEMATICO 10

sus aproximaciones numéricas cuando se usa un Esquema de Euler pueden conducir a
resultados completamente diferentes. Esto se muestra en los siguientes trabajos: Celia
et al. (1990) [3] para un Esquema de Euler implicito y una discretizacién espacial de
diferencias finitas y elementos finitos 1D, Lehmann et al (1998) [14] para un Euler
Implicito y elementos finitos 1D, y Caviedes D. et al. [19] que usa los esquemas de
Euler implicito y explicito para el tiempo y el método de volimenes finitos 1D para el
espacio. Estos autores demuestran que la discretizacién con un Esquema de Euler, de
la formulacién basada-W, arroja resultados pobres caracterizados por un gran error
en el balance de masa y estimaciones erréoneas de la profundidad de infiltracion, en
contraste con la discretizacién de la forma mixta que produce un correcto balance de
masa. Una discretizacién de Euler aplicada a (1.9) solo consigue soluciones aceptables
para pasos de tiempo muy pequenos. Esto ocurre por la incapacidad del esquema
para conservar la propiedad de balance de masa, aiin cuando debemos senalar que un
correcto balance de masa es una condicion necesaria pero no suficiente para obtener
una solucién correcta segin lo demuestra Lehmann F. (1998) [14]. Es evidente que
(1.11) también cumple con esta propiedad de conservacién cuando se usa los esquemas
de Euler, pues puede ser vista como un caso particular de la forma mixta.

Existen varios trabajos que han sugerido adaptaciones temporales que preservan
el equilibrio de masa para la forma basada-W. Celia et al. (1990) [3] propone utilizar
una aproximaciéon de segundo orden de precisiéon en tres niveles para la derivada
temporal de la cabeza de presion ¥

OWpyr  3Wpyq — 40 + Uy
ot hy '

Esta aproximacién produce mejoras significativas en el balance de masa y precisién de
la solucién. Tocci et al. (1997) [44] propone tomar pasos de tiempo variables en lugar
de pasos de tiempo constantes, para lo cual hace uso del método de lineas obteniendo
soluciones precisas y con buenas propiedades de equilibrio de masa. Kuraz et al.
(2010) [16] también propone pasos de tiempo adaptativos, para lo cual sugiere el uso
de un algoritmo que lo denomina Retention Curve Zone Approach el cual controla el
error de aproximacion de:
A6(Y) ~C (\P)ﬁ
At At
El Esquema de Euler completamente explicito ha sido usado en [13,19]. Ademés de
las desventajas ya conocidas de estos métodos es importante senalar que el esquema
solo permite simular en la zona no saturada, lo cual es una gran desventaja [19].
Segun List et al. (2016) [4], la mejor opcién para la discretizacién temporal es un
Esquema de Euler implicito en (1.8) o (1.11), esto se debe a dos razones: la necesidad
de una discretizacion estable que permita pasos de tiempo largos y la baja regularidad
de la solucién que no soporta cualquier esquema de alto orden. La forma mixta y
la cuarta forma de la ecuacién de Richards con una discretizacion de Euler poseen
las ventajas de la forma basada en ¥ y de la forma basada en 6, es decir, producen
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una discretizacién con una correcta propiedad de conservacién de masa, ademas que
proporcionan soluciones continuas a través de condiciones heterogéneas, incluso en
transmisiones de régimen de no saturado a saturado.

Otros esquemas de tiempo han sido propuestos y estudiados por varios autores,
en [2,23] se usa el esquema de Crank-Nicolson. En [22] se proponen esquemas de
tiempo implicitos mucho maés generales que el Esquema de Euler implicito para pasos
de tiempo constantes y variables. En [16, 21, 45-48] se usa el Esquema de Fuler
combinado con varias técnicas de paso de tiempo adaptativo.

1.3.2 Discretizacion en el Espacio

Las aproximaciones tipicas que se aplican al dominio espacial son los esquemas de
Diferencias Finitas, Elementos Finitos, Elementos Finitos Mixtos y Voliimenes Fini-
tos. En [3] se estudia comparativamente los métodos de Diferencias Finitas y Ele-
mentos Finitos, en este trabajo se concluye que las aproximaciones por el Método de
Elementos Finitos podrian sufrir oscilaciones, sin embargo este esquema ha sido muy
utilizado en los ultimos tiempos [23,43,49].

Diferencias Finitos

El Método de Diferencias Finitas (MDF) fue usado en la Ecuacién de Richards en
algunos trabajos entre estos podriamos citar [3,29,44,45] y més recientemente en
[29,30,50]. En [29] se presenta el MDF conjuntamente con una técnica numérica
basada en el método de lineas (MoL).

Elementos Finitos

El Método de Elementos Finitos (MEF) es un método numérico general usado para
la aproximacion de soluciones de ecuaciones diferenciales parciales muy complejas. El
MEF se basa fuertemente en la formulacion variacional o débil del problema de valores
de contorno. Para los detalles del método, su implementacién y aplicaciones podemos
referirnos a [51,52]. Existen varios trabajos que usan Elementos Finitos de Galerkin en
el espacio para resolver numéricamente la Ecuacién de Richards, En [3,4,14-16,46,53]
se usa el MEF conjuntamente con un Esquema de Euler implicito en la forma mixta
(1.8). En [3,14,16,23,47] se usa este método con un Esquema de Euler implicito para
el tiempo en la ecuacién basada-¥. En [42] se usé el MEF en la Ecuacién de Richards
luego de aplicar la transformada de Kirchhoff (1.11).

Elementos Finitos Mixtos

El Método de Elementos Finitos Mixtos (MEFM) se usa en la Ecuacién de Richards
por lo general empleando los elementos Raviart-Thomas y el espacio de funciones



CAPITULO 1. MODELO MATEMATICO 12

constantes a trozos. En la mayorfa de los trabajos consultados se ha usado en (1.11)
[31-33,41,43,54]. En [38,39] se usa MEFM en la forma basada-¥ (1.9).

Volimenes Finitos

El Método de Volumenes Finitos es 1til para la simulacién numérica de leyes de
conservacion como es el caso de la Ecuacion de Richards. Existen varias referencias
sobre esquemas numeéricos de volimenes finitos para la ecuacion de Richards, ver
por ejemplo [13,17-19,21,22,24,26-28,48] . La mayoria usa un Esquema de Euler
implicito para el tiempo, sin embargo hay trabajos como [13,19] que usan un Esquema
de Euler explicito. En [13,17,19,21,22,26,48] se usa en la forma mixta mientras que
en [19,21,24] se usa en la forma basada-U y en [27] en la cuarta forma de la Ecuacién
de Richards.
Un articulo muy interesante es el de Zambra et al. (2012) [18], donde se construye un
esquemas de volimenes finitos de alto orden de precision en el espacio y tiempo. En
Eymard et al. [26] de prueba la convergencia del método de volimenes finitos para la
Ecuacién de Richards usando el Teorema de Kolmogorov sobre subconjuntos de L?(€2)
relativamente compactos. También Pop et al. [55] analizan la convergencia para una
discretizacion de volimenes finitos en una ecuaciéon de flujo en medios porosos.
Estamos principalmente interesados en la forma mixta de la Ecuacién de Richards
aunque no descartamos completamente la cuarta forma. Algunos de los resultados
tedricos estudiados en el capitulo siguiente solo se pueden obtener para esta formu-
lacién, pero en los capitulos tres y cuatro usaremos tinicamente la forma mixta. En
esta tesis no trataremos las ecuaciones basada-¥ y basada-6 ya que presentan al-
gunos problemas que fueron mencionados anteriormente. En cuanto a los métodos
numéricos usaremos los esquemas de Euler para el tiempo y los Elementos Finitos de
Galerkin para el espacio, sin embargo muchos de los esquemas aqui planteados son
perfectamente aplicables a cualquier discretizacion espacial escogida.



Capitulo 2
METODOS DE LINEALIZACION

Para el lector que no esté familiarizado con los definiciones bésicas sobre métodos
de linealizacién y métodos iterativos recomendamos la lectura de [56-58]. En [56]
se describe en forma breve muchos conceptos basicos, se estudian algunos de los
métodos iterativos mas populares y se describe como se puede aplicar estos métodos
a la resolucién de ecuaciones diferenciales no lineales elipticas y parabdlicas. En [57]
se definen muchos conceptos importantes usados frecuentemente durante el desarrollo
de esta tesis tal como: método iterativo, orden de convergencia teérico y orden de
convergencia experimental entre los mas importantes.

De acuerdo con la definicién dada en [56], un método iterativo se dice que es
globalmente convergente si el método converge para cualquier solucion inicial zg € D
con la que se comienza el método iterativo (es decir, para valores iniciales arbitrarios
en D), donde D es el dominio del problema. Si existe un U C D abierto tal que el
método es convergente para todo xg € U, entonces se llama localmente convergente.
En el dltimo caso, U se denomina rango de la iteraciéon. Finalmente de acuerdo
con [4,15] un método iterativo localmente convergente con rango de iteracion U; se
dice mas robusto que otro con rango U, si Uy C U,

Varios métodos de linelizaciéon han sido propuestos para la Ecuacion de Richards
por diversos autores [3,4, 14, 15,30, 43, 48,49], asi como también existen numerosos
trabajos que discuten la convergencia de los métodos de linelizacién [2—4, 14,15, 30,
32,38,41,43,48,49].

Los métodos de linealizacién mas populares y que han sido usados ampliamente en
muchisimos trabajos son: el Esquema de Newton, Picard Modificado, L-scheme y
ciertas combinaciones de estos métodos como son los esquemas de Picard/Newton y
L-esquema/Newton. Es conocido que el método de Newton bajo ciertas hipdtesis es
cuadraticamente convergente, sin embargo tiene el inconveniente de ser solo locamente
convergente, es decir, no estd garantizada la convergencia del método para cualquier
solucién inicial con la que se comience el esquema iterativo y ademas necesita del
calculo de las derivadas de 8 y K. Por otro lado el método de Picard Modificado
y el L-scheme son solo linealmente convergentes pero en cambio son esquemas mas

13
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robustos, es decir, que convergen cuando el esquema de Newton no lo hace. En [14,41]
se proponen combinaciones de estos esquemas con el método de Newton, es decir, se
comienza haciendo unas pocas iteraciones con el método de Picard Modificado o el
L-scheme para luego cambiar al método de Newton obteniendo esquemas robustos
con orden de convergencia superlineal y en ocasiones cuadratica. Lastimosamente la
convergencia de estos métodos tampoco esta asegurada y ademés se sigue usando el
método de Newton lo que supone seguir calculando derivadas.

En todo lo que se sigue utilizaremos las definiciones y propiedades de los siguientes
espacios funcionales dados en [59] L?(Q), H'(Q), H}(Q), H (), L*(0,T; L*()),
L*(0,T; HY(Q)), L>=(0,T; L*()), y L*(0,T; H *()). Ademés denotamos por (-, -)
el producto interior en L*(2) o el par de dualidad entre H](Q2) y H~(Q) segtin sea
el caso, ||| la norma en L*(Q2) y ||-||1 la norma en el espacio H'().

2.1 Método de Newton

Fue uno de los primeros métodos de linealizacién usado para resolver la Ecuacion de
Richards y ha sido utilizado por varios autores [2-4,14,22,26,31,33,39,41,45,48,60]. La
convergencia del método de Newton para la Ecuacién de Richards ha sido estudiada
en [2-4,41]. Este método tiene convergencia superlineal, pudiendo incluso llegar a
ser cuadratica cuando las funciones no lineales involucradas tienen derivada Lipschitz
continua. Sin embargo tiene algunas desventajas, el esquema usa las derivadas de
las funciones y aparecen en el problema y el método solo es locamente convergente,
ain cuando el uso de la solucién en el tiempo anterior como solucién inicial mejora
considerablemente su robustez. No obstante el método podria fallar como como se
muestra en un ejemplo en [4]. La convergencia del método de Newton fue estudiada
en [41] para una simplificacién de la Ecuacién de Richards en su cuarta forma (1.11).
En este trabajo se considera la conductividad hidraulica constante y no se toma en
cuenta el término que corresponde a la gravedad, ademadas es necesaria una etapa
de regularizacion para garantizar la convergencia. El articulo utiliza un Esquema
de Euler implicito para el tiempo y una discretizacién espacial de elementos finitos
mixtos.

Se han propuesto varias estrategias para mejorar convergencia del método de
Newton, por ejemplo, los métodos de continuaciéon de Newton [61], soluciones en
regiones de confianza [62]. También se desarrollaron técnicas de precondicionamiento
no lineal para mejorar su rendimiento en [63,64]. Un enfoque muy interesante es el
propuesto por Brenner y Cances [48], quienes reformulan la Ecuacién de Richards
y utilizan un esquema de paso de tiempo adaptativo con el método de Volimenes
Finitos. Con esta estrategia logran que los sistemas no lineales satisfagan las hipétesis
del Teorema de Newton-Kantorévich consiguiendo la convergencia del método de
Newton. En [38] se aplic6 un esquema cuasi-Newton, més concretamente el método
de Broyden. En [48] se menciona el método de Newton Semisuave como una de
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las posibles alternativas al método de Newton, sin embargo no hemos encontrado
referencias de este método aplicado a la Ecuacion de Richards.

En lo que sigue usaremos las ideas propuestas en [41] para analizar la convergencia
del método de Newton, utilizaremos los esquemas de Euler implicito y semi-implicito
para el tiempo y una discretizacién espacial de elementos finitos de Galerkin. Usare-
mos la forma mixta y la cuarta forma de la Ecuacién de Richards.

2.1.1 Esquema de Newton para la cuarta forma

Consideramos (1.11) con su condicién inicial y estudiamos el problema solo con condi-
ciones de Dirichlet homogéneos, pero todos los resultados expuestos en esta tesis
pueden extenderse facilmente a casos mas generales.

Sea Q C R4, d € {1,2,3} un abierto acotado con frontera 9 Lipschitz continua,
definimos Q7 = x (0,7") para una constante fija T > 0. Consideramos la siguiente
ecuacion diferencial parcial cuasilineal degenerada eliptica-parabdlica:

ab,d(f) — div(Vu + K(b(u))e,) =S  sobre Qr,
u(x,0) = up(x) para todo x € €, (2.1)
u=0 sobre 02 x (0,7).

Hipétesis 2.1.1. Asumimos las siguientes hipdtesis en (2.1):
(K1) b€ CY(R) y existe L, > 0 tal que 0 < b'(2) < Ly, para todo z € R.

(K2) Existen dos constantes C, > 0 y v € (0, 1] tal que:
b'(z) — b (y)| < Cylx —y|" para todo z,y € R.

(K3) Kobe C(R) y existe Lg > 0 tal que |(IK ob) (2)| < Lx para todo = € R.

(K4) Existe B > 0 tal que:
|K(b(21)) — K(b(22))|? < Br(b(21) — b(29))(21 — 22) para todo 21,2, € R.

(K5) Eziste Cx > 0 tal que:
(K 0 8) () — (I 0 8)'(3)| < Ciclx — g para todo a,y € R,

(K6) b(ug) es esencialmente acotada y uy € L*(Q).
(K7) S € LY(Q x (0,T)) N L*0,T; H1(Q)).

Es importante senalar que las hipétesis (K1), (K3), (K4), (K6) y (K7) son sufi-
cientes para garantizar la existencia y unicidad de la solucién débil de (2.1) [12].

Dado que b se anula para algunos valores, el problema cambia su tipo de parabélico
a eliptico. Para superar este inconveniente, empleamos un paso de regularizacién en
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(2.1). Dado € > 0 un parametro de perturbacién, reemplazamos la funcién b en (2.1)
por:
be(z) = b(z) + ez,

Se satisface que b; > ¢e. Para mayores detalles podemos consultar [32,65]. Una
consecuencia directa es el siguiente lema:

Lema 2.1.1. Suponiendo que se cumplen las hipdtesis (K2) y (K5) entonces para
todo z,y € R se tiene que:

b () = be(y) — bo(y)(z — )| < ] jfv\:v —y|",

Bz — g7,

(K 0 b:)(x) = (K 0 b)(y) = (K o be) (1)@ — )] < 77~

Para la demostracién de este lema nos referiremos a [56, pag 350].

Problema completamente discreto

La discretizacion en el tiempo se logra a través de un Esquema de Euler implicito,
donde denotamos el paso de tiempo por hy = T/N, y t;, = khy, k = 1,2,..., N, para
algin N € N fijo y estrictamente positivo. Para el espacio utilizaremos el MEF,
denotemos por 7, a una descomposicién regular de Q C R en d-simplices cerrados
que denotamos como T, tal que satisfacen las propiedades descritas en [51, p. 3§]
y h representa el diametro de la malla. El espacio de elementos finitos de Galerkin
estd dado por Vj, := {v, € H}(Q) /vy € P(7),7 € Tp,}, donde P(7) denota el espacio
de polinomios lineales sobre cualquier simplice 7. Para obtener mas detalles acerca
del espacio de elementos finitos y sus propiedades, nos referimos a [51,52]. Con la
finalidad de simplificar usamos la notacién u”(t;) = ul'. El resultado de aplicar a (2.1)
un Esquema de Euler completamente implicito en el tiempo, el método de elementos
finitos en el espacio y una regularizacién de b es el siguiente problema completamente
discreto

Dado u} € Vj, hallar uf,; € V}, tal que:
(be(uf 1), vn) + he (Vupr,y + K (be(upyy))ez, Vop) = (ulf + hySiy, vp) (2.2)
para cada v, € Vj,.

En el primer paso de tiempo tomamos ut = Py,(ug) € Vj, siendo Py, : H} () — V,
la proyeccién estandar. El esquema completamente discreto (2.2) tiene una solucién
tnica y nos referimos a [37,40] para su demostracion.
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Esquema de Newton

En lo que sigue daremos una formulacion del método de Newton para el problema
(2.2) y posteriormente enunciaremos y demostraremos el teorema principal de este
apartado. Con la finalidad de simplificar la notacién, omitiremos h y € de las ecua-
ciones (es decir, ul! = wug y b. = b ). Usamos n para las iteraciénes del método de
Newton, y k para el paso de tiempo. En consecuencia, uj denota la solucién en la
iteracion n del método de Newton y el k-ésimo paso de tiempo

n+1
k+1

—up ), v> + (b(up ), v) + by (VU Vo)
Fh{(E 0 B) (i e, V)
e (K 0 ) () () = iy )es, Vo)
= (ug, + h¢Sk+1,v) para todo v € V.

(Dado ug y up,, € Vi, hallar u)7; €V}, tal que:

(b ()

n+1
g1

(2.3)

\

Observacién 2.1.1. Sea v > 0, {@n},cn: {antnen: 10ntnen ¥ {6ntnen Sucesiones
reales positivas que satisfacen:

® 4, Tp1 < bx™ + ¢,  para todo n €N

b,z) + ¢y,

Qn

o Friste A\ > 0 tal que: <A<1 paratodo néeN
entonces la sucesion {xy}, .y converge a cero.
De lo anterior sia, = 1, b, = 8 y ¢, = n para todon € N es suficiente que fxj+n < 1

para que {T,}, .y converja a cero.

Lema 2.1.2. Existe C' > 0 independiente de los pardmetros de discretizacion tal que:

242y

[0 253 () < Ch™|v||**®"  para todo v € V},.

Para obtener detalles sobre esta desigualdad y su demostraciéon podemos consultar
[52, pdg. 111]. Esta desigualdad fue usada en [41] para demostrar la convergencia de
algunos esquemas en la ecuacion de Richard.

Proposicién 2.1.1. Suponga que se cumplen las hipotesis (K2), (K3), (K4), (K5)

y el paso de tiempo satisface la condicion hy < 175, entonces se verifica la siguiente
K
desiqualdad:
||en+1||2 + E|‘Ven+1||2 < 20(01) + hthIZ{) h—deen ||2+2’y
k+1 € k+1 — 82(1 ‘|"7)2 k+1 )
donde €T} = ult! — wpiq.
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Demostracion. Restando (2.3) de (2.2), se tiene:
<b/(u7kl+1)(e2¢% - eTkLH)a U> + <b(u2+1> — b(uk 1), U> + Iy <VeZ-|+-%? VU>
+h < [(K o b)(ugyy) — (Ko b)(uk—l-l)} €z, VU>
he (K 0 0) (uf ) (€] = ety )es, Vo) = 0.

Escogiendo v = eZﬂ y haciendo algunas operaciones algebraicas se deduce

(b (el it + hi (Veptl Ve

< (blun) = b(ufr) = b () (s — ), €511 )

o h ([ 0 ) (k) = (K 0 B)(ujy) = (K 0 0) (u ) (tnsn = i) | ez, Vi)
b (|(K o) (wi)ef Tl Ve i)

Usando el Lema 2.1.1, y dado que b > ¢ se tiene que:

Ch
1+~

cller |2 + Rl Ver |2 < < s — [, et >

Ck N
e (12 e e Ve

o he (| 0 8) (u e e, [ Vel )

Usando la hipétesis (K3) y de las desigualdades Young y Holder obtenemos:

02 249 e
elleiill? + hel Ve hl* < MHGQHHJJW(Q) T ‘HGZE\F
hC?%-

242 n
=S T ogleknlide + 5 HV il

h

2 112 t 12

+ he L |l ep iy 11” + ZHVGZLH .

Puesto que hy L% < 7 v luego de algunas operaciones algebraicas se consigue

C—i_—ghtc% 242y n+1||2

3 . hy n
—leiill® + S Iverfil® < e il + glein

Crt+1 CLt+1

Del Lema 2.1.2 se deduce inmediatamente que

n+1||2+@||v n+1||2 C(Cz+€htc )
(1 +7)?

||ek+1 k41 h~ WH k;+1||2+2’y
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Teorema 2.1.1. Suponiendo las hipdtesis (K1)-(K7) y que el paso de tiempo satisface

la condicion hy < 2. Ademds la solucidn inicial uj | satisface la desigualdad
K

e(1+7)
\/ZC(C'I? +eh,C%)

d

he, (2.4)

[l = vkl <

entonces el Esquema de Newton (2.83) converge con orden 1+ 7.

Demostracion. Usando la estimacion dada en la Proposicion 2.1.1 se tiene que

n+1|| < \/QC(CZ? + eh,C%)
- e(1+7)

_2d
gy h 2 [lef M.

Esto significa que si ||e},,|| converge a cero cuando n tiende al infinito lo hace con

orden de convergencia 1 + . Usando la Observacion 2.1.1 se puede garantizar la
) n .

convergencia de ||e} || a cero siempre que

\/20(05 +eh,C%)
e(l+7)

_ad
Bl 7 < 1.

lo que se cumple por la condicién (2.4). [

Observacién 2.1.2. El Teorema 2.1.1 demuestra la convergencia local del método, es
decir, la solucion inicial con la que comienza el esquema de Newton, debe ser tomada
lo suficientemente cerca de la solucion del problema (2.2), de lo contrario el método
puede fallar. Sin embargo, enfatizamos el hecho que la convergencia estd asequrada
solo cuando se realiza un paso de reqularizacion. Un ejemplo donde el esquema de
Newton no converge puede ser consultado en [4]. La principal ventaja de este método
es el orden de convergencia 1 + 7, pudiendo incluso llegar a ser cuadrdtica cuando
las derivadas de las funciones involucradas son Lipchitz continuas.

Observacién 2.1.3. Podria ser beneficioso si comenzamos las iteraciones con la
solucion obtenida en el paso de tiempo anterior. En este caso se puede obtener una
nueva condicion de convergencia para el esquema de Newton. Para este efecto primero
recordamos la estimacion de estabilidad probada en [31], Proposicion 3.5 siguiente:

h
lupsr —ug]]?* < C;t~

2
Suponiendo que h; = O(e%) y del Teorema 2.1.1 se tiene que la condicion de con-
vergencia esta dada por:

20(C2 + ehyC2)h] b=

52—4—')/

< 1.
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Observacion 2.1.4. Segin la condicion (2.4), la convergencia del método de Newton
depende del tamano de la malla espacial h, es decir, que al hacer la malla espacial
mas fina inevitablemente se llega a una divergencia del método. FEste resultado tedrico
estd apoyado por el ejemplo numérico presentado en [4] y los experimentos numéricos
presentados en el capitulo 3 de esta tesis, donde al hacer cada vez mas pequeno el
tamano de la malla h en algin momento el método falla.

2.1.2 Esquema de Newton para la forma mixta

Consideramos la forma mixta de la Ecuacién de Richards (1.8) con su condicién
inicial y condiciones de borde de Dirichlet homogéneas. Sea Q@ C R?, d € {1,2,3} un
abierto acotado con frontera ) Lipschitz continua, definimos Qp = Q x (0,T) para
una constante fija 7" > 0. Contemplamos la ecuacién diferencial parcial cuasi lineal
degenerada eliptica-parabdlica siguiente:

80{5;1/) —div(K(V)(VU +¢,) =S  sobre Qr,

(2.5)
U(z,0) = ¥o(x) para todo x € (2,
U=0 sobre 0§2 x (0,T).

Hipétesis 2.1.2. Asumimos las siguientes hipdtesis en (2.5) [15]:
(M1) 6 € C*(R) y existe Ly > 0 tal que 0 < 0'(2) < Ly para todo z € R.

(M2) Existen dos constantes Cy > 0 y v € (0,1] tal que:
0 () — 6 (y)| < Cylz — y|” para todo x,y € R.

(M3) K € C(R) y existen Ky, Ky, > 0 tal que K,,, < K(2) < Ky para todo z € R.

(M4) Existe Cx > 0 tal que:
|K(0(21)) — K(0(22))]* < Ck(0(21) — 0(22))(21 — 22) para todo 2z, 29 € R,

(M5) Wy € L2(Q).
(M6) S € LY x (0,T)) N L2(0, T; H-}(Q)).

Las hipétesis (M1), (M3), (M4), (M5) y (M6) son suficientes para garantizar la
existencia y unicidad de la solucién débil de (2.5) [12].

Es importante resaltar que no fue posible una demostracién formal de la conver-
gencia del Método de Newton para la forma mixta de la Ecuacién de Richards (2.5)
cuando se utiliza un Esquema de Euler totalmente implicito, sin embargo los experi-
mentos numéricos presentados en [4] sugieren que en este caso una condicién similar
a (2.4) podria cumplirse.
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Cuando usamos un Esquema de Euler explicito en el termino de conductividad
hidraulica e implicito en todos los demés términos si podemos conseguir una de-
mostracion, usando las mismas ideas del teorema anterior. Este Esquema de Euler
ha sido usado por otros autores [15,32]. A continuacién presentamos una formu-
lacién completamente discreta de (2.5) utilizando el Esquema de Euler semi-implicito
antes mencionado y un esquema Elementos Finitos de Galerkin para el espacio. Esta
formulacién puede ser consultada en [15].

Dado ¥} € Vj,, hallar U, € Vj, tal que:
<0(\I’Z+1 Uh> + Iy <K \I’h vg’k-&-l + &), VUh> = <9(\PZ) + htSk+1aUh> (2.6)
para cada v, € V,.

Para el primer paso de tiempo tomamos Wi = P, (%) € V.

Por las hipétesis (M1)-(M6), el lado izquierdo de (2.6) es un operador maximal
mondétono y coercivo de Hi(Q2) en H71(Q). El lado derecho de (2.6) es un funcional
lineal acotado en H}(2). Por lo tanto, segin el Corolario 2.4 de [66], el problema
(2.6) tiene una tnica solucién débil Wy, ; € HI ().

Con la finalidad de simplificar la notaciéon, omitiremos el superindice h de las
ecuaciones W7 = ;. Usamos n para las iteraciénes del método de Newton, y k para
el paso de tiempo. El método de Newton para el problema no lineal (2.6) estd dado
por:

Dado W, Vi, | € V3, hallar \IJZ €V}, tal que:
(6 (W) (Wit = W), 0) +he (K (V) (VU + €2), Vo) (2.7)
= <9k — 01+ heSkia,s U> para todo v € Vj,.

En el esquema anterior y en todo lo que se sigue de la tesis usaremos la notacién
U (1) = Wiy vy 0(Wh4) = 05y
Proposicién 2.1.2. Si se satisfacen las hipdtesis (M1), (M2) y (M3), entonces se
verifica la siguiente desigualdad:

400204

n+1(2 n+1)2 ~
ekl + 26Vt < sy

[0 et

donde eZﬂ \I/ZLI Vi1, Cp es la constante de la desigualdad de Poincaré y C' es
la constante del Lema 2.1.2.

Demostracion. Restando (2.7) de (2.6), se tiene:

(6 () (et = i) v) + (O(W14) = 6(Wran), v) + e (K (0) Vept], To) =0,
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Escogiendo v = eZﬁ y luego de algunas operaciones algebraicas se deduce
(6 )eptd etd )+ (K (W) Ve, Vet
< (0(0ks1) = 0(W1p0) = 0 (W) (Wi = Wiy i)

Usando la hipétesis (M1), (M2), (M3) y el Lema 2.1.1 se sigue

Cy
1+~

h K[ Ve |? < < Wy — W, [, Vet >

Usando las desigualdades de Poincaré , Young y Holder nosotros obtenemos

2,2
P+ Ve € o e 252 ) e e
202 Sk 2 RS R (T2 e T o i

Del Lema 2.1.2 se deduce inmediatamente que

22
H n+1H2 hth||ven+1H2 < C CGCP h™ 'yd||€n+1”2+2'y
402 €41 2 k+1 — ( + )
Simplificando se tiene inmediatamente el resultado. O]

Teorema 2.1.2. Suponiendo las hipdtesis (M1)-(M6) y que la solucion inicial con
que comienza el método V), satisface

1<m(1 }) ’ L d
@ — U < | — hth, 2.8
|| k+1 k+1 H 9 /_CCQO}% t ( )

entonces el esquema de Newton (2.7) converge con orden 1+ .

Demostracion. Usando la estimacion dada en la Proposicion 2.1.2 se tiene que

n+1 \/_Cg 'g—d n 1+~
Hek—I—lH — ]’LK (1+ ) Hek+1H .

Usando la Observacién 2.1.1 se puede garantizar la convergencia de |lef || a cero
siempre que

21/ CCyC?

_ 0 v
—FF—h 7 |le <1,

lo que se cumple por la condicién (2.8). ]
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Observacién 2.1.5. En este caso se puede obtener la demostracion sin necesidad
de usar una regqularizacion en la funcion 0, lo que significa una gran ventaja en
comparacion con el esquema (2.3), ademds que al resolver la forma mizta se obtiene
la cabeza de presion ¥, que es la variable de interés en el modelo.

Observaciéon 2.1.6. El Teorema 2.1.2 garantiza que si el método converge, lo hace
con orden 1+ en L*(Q), teniendo convergencia cuadrdtica cuando 6 es Lipschitz
continua, pero el método es unicamente localmente convergente. En el capitulo 3 de
esta tesis damos un ejemplo donde este esquema no es convergente. De la Proposicion
2.1.2 se deduce que si el método converge en L*(Q2), lo hace también en H' ().

Observacién 2.1.7. La convergencia del método de Newton depende del tamano
de la malla temporal hy y espacial h, pues en la condicion (2.8) uno puede tomar
una solucion inicial fija cualquiera y hacer la malla espacial mds fina o el paso de
tiempo mds pequeno, lo que segin (2.8) conduce inevitablemente a una divergencia
del método.

Observaciéon 2.1.8. El método de Newton para la forma mixta usando un Esquema
de Euler completamente implicito puede ser consultado en [4], aunque sin ninguna
demostracion de su convergencia. Sin embargo los autores presentan ejemplos donde
se pone en evidencia que la convergencia del método también depende del tamano de
la malla espacial.

2.2 Método de Picard Modificado

Este esquema fue propuesto por Celia et. al. en 1990 [3] para la forma mixta de
la Ecuacién de Richards, y posteriormente fue usado por varios autores [4,14,16, 19,
23,38,46,47,60]. El esquema coincide con el método de Newton en el caso de con-
ductividad hidraulica constante. El método de Picard Modificado es solo linealmente
convergente, pero segiun Lehmann et al. en 1998 [14] es mas robusto que el método de
Newton, llegando a esta conclusion mediante algunos experimentos numéricos. La idea
del método es discretizar la no linealidad que involucra a # cuadraticamente, mientras
que la no linealidad de K se aproxima linealmente, por lo tanto el método solo es
linealmente convergente, ademas el método aiin involucra el calculo de derivadas. Es
importante senalar que la convergencia de este esquema también podria fallar como
se demuestra en uno de los ejemplos propuestos en [4]. Para construir el esquema
de Picard Modificado [3], comenzamos usando un esquema de linealizacién de Picard
estandar [2] en la Ecuacién de Richards en su forma mixta (2.5).

Dado Uy, U} € Vj, hallar U} € V, tal que:
(O v) + h (K (VI + €2),0) = (0 + heSipa, v) (2.9)
para todo v € V.
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La clave del método es expandir € en una serie de Taylor truncada en una vecindad

n . n+1
de Wi, | y evaluar la expansion en V)7

d@g 1 n n n n n n
(WPt —Wp ) =6+ k+1<‘I’kﬁ — W)

91?111 ~ Oy + U ( k+1

Reemplazando (2.2) en (2.9) se tiene finalmente el esquema de Picard Modificado
llamado esquema de Picard. Este método es el siguiente:

Dado Wy, ¥} € V},, hallar \IJZE €V}, tal que:
<C’,’€‘+1(\I/Zﬂ — Vi), U> +/y <K£+1(V‘I’Zﬂ +é€2), U>

= <9k — 051 + heSkya, v>
para todo v € V.

(2.10)

Este esquema puede ser consultado en [3,4], donde se proponen diversos experimentos
numéricos para estudiar su convergencia, encontrando que existe un aumento cuan-
titativo de la robustez del método si lo comparamos con el método de Newton. Si
el método de Picard falla, también el de Newton, pero si el método de Newton falla,
no necesariamente falla el método de Picard. Un ejemplo de esto se puede consultar
en [4], donde el método de Newton no converge, sin embargo el método de Picard si lo
hace. Pero al aumentar el nimero de elementos de la malla, el método de Picard falla.
De este ejemplo también se desprende que la convergencia ain depende del tamano
de la malla espacial. Es importante resaltar que ain cuando existe un aumento de la
robustez, el método de Picard sigue teniendo convergencia local.

2.2.1 Esquema de Picard para la cuarta forma

La convergencia del método de Picard Modificado se estudia en [41], para la cuarta
forma (2.1) usando un Esquema de Euler totalmente implicito en el tiempo y el
método de elementos finitos mixtos para el espacio. En lo que sigue analizaremos
la convergencia del método de Picard. Asumimos las hipétesis (K1)-(K4), (K6) y
(K7) en (2.2). Usamos un Esquema de Euler totalmente implicito y el método de
elementos finitos de Galerkin para el espacio. Al igual que para el método de Newton
es necesaria una regularizaciéon de la funcién b. El esquema de Picard Modificado para
el problema totalmente discreto y regularizado (2.2) es el siguiente

Dado uy y uj,, € V4, hallar u’gﬁ eV, tal que:

(b () (i = ), o)+ (i), 0) + B (Vupt], Vo)
e (K 0 B)(u)es, Vo)
= (ug + hySk+1,v) para todo v € Vj,.

(2.11)
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Proposicién 2.2.1. Si se satisfacen las hipdtesis (K2) y (K3), entonces se verifica
la siguiente desigualdad:

cc; . hiL?
T ek I+ = e

h
n+11|2 t n+11|2
ek | +?Hvek+1|’ Sm

Demostracion. Restando (2.11) de (2.2), se tiene:
(b (0t 1) (] = eti) 0+ (blut ) = blunsa), ) + by (Ve i, Vo)

e ([ 0 b)(ufy) — (5 0 B) (ugsn)] €5, Vo) = 0.

Escogiendo v = e}, se deduce

(b (e )eltt et ) + he (Vept], Vet
< () = bluier) =V () (s = ) o)
+hy ([(K 0 0) (upsr) — (K 0 b)(ujyy)] €2, Verly) .

Dado que b > ¢ y usando la primera desigualdad del Lema 2.1.1 se tiene:

Ch

1+ ,Y’ulﬁ-l - UZ+1’1+7> ’eZﬂ >

+ he ([ 0 D)) — (K 0 D)(uf )] e Vel i)

el 2 + b Vet < <

Usando las desigualdades Young y Holder, obtenemos:

2
b 242 €
5”9;5:”2 + htHverr_%HQ S 26(1 + 7)2 ||ez+1||L2+gv(Q) + §||eZill||2

h n h n
+ éH(K 0 b)(uns1) — (K 0 b)(up,)|I* + é\lvekiﬂ\?

De la hipétesis (K3) se deduce que K o b es Lipschitz continua y haciendo algunas
operaciones algebraicas obtenemos

n+112 & \V/ n+112 < Cl? n 242y htL%( n 2
ek ll” + - IVerill® < —62(1_I_,y)2||ek+1||L2+2'Y(Q) +—5 €kl

Del Lema 2.1.2 se deduce inmediatamente que:

hy cct h,L?
Il + IVl < Gyt ekl + = ekl
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Teorema 2.2.1. Suponiendo que se cumplen las hipdtesis (K2) y (K3), el paso de
tiempo satisface la condicion hy < 5 y que la solucion con que comienza el método
K

ug,, satisface la desigualdad:

1

Ve~ hLli(L+y)Ve|”

upy — wera ]| <
- Ve, ’

(2.12)

entonces el esquema de Picard Modificado (2.11) converge con orden de convergencia
al menos lineal.

Demostracion. Usando la estimacion dada en la Proposicion 2.2.1 se tiene que

heL2

CC? _
eI < b e 2427+ 2

e2(1+7)

ekl

De esta desigualdad se deduce que si ||e}, || converge a cero cuando n tiende al infinito,
lo hace con orden de convergencia por lo menos lineal. Usando la Observacién 2.1.1
se puede garantizar la convergencia de ||e} || a cero siempre que

eler: hL?
h—’yd 0 2y K <1
62(1 +”)/)2 ||ek+1” + c )

Esto se cumple por (2.12) y la desigualdad h; < ;5. O
K

Observaciéon 2.2.1. La desigualdad dada en la Proposicion 2.2.1, demuestra que si
el método de Picard converge, no solo lo hace en L*(S)), sino también en el espacio
HY(Q). La desigualdad probada en el Teorema 2.2.1 muestra que la convergencia del
método aun depende del tamano de la malla espacial, pues st hacemos cada vez mas
pequeno h en alguin momento el Método de Picard fallard. Ademds es importante
destacar que para obtener la prueba es imprescindible usar una reqularizacion sobre
la funcion b.

Observacién 2.2.2. Note que para la demostracion del método de Picard fue nece-

saria la condicion hy < 75, que es una hipdtesis mds relajada que la condicion usada
K

en prueba de la convergencia del esquema de Newton hy < St usamos esta

e
412 "
condicion en el método de Picard es fdcil verificar que

e(1+7) _ Ve~ hli(+7)ve

V2C(CE + ehC%) VCGC,

FEsta desigualdad nos permite comparar (2.4) y (2.12), de donde se deduce inmediata-
mente que la convergencia del método de Newton implica la convergencia del método
de Picard.
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2.3 Método L-scheme

El L-scheme fue propuesto por Slodicka [15], luego fue estudiado en [31] para ele-
mentos finitos mixtos, posteriormente en [4,49] para el método de elementos finitos
Galekin. No se han encontrado reportes de este esquema de linealizacion con el
método de volumenes finitos, aunque la teoria desarrollada en varios de estos tra-
bajos y también en esta tesis sugiere que el método deberia funcionar con cualquier
método escogido para discretizar el espacio. Este es el inico esquema que aprovecha
la monotonicidad de la funcion involucrada en la derivada temporal y se caracte-
riza por ser un esquema robusto, aunque solo linealmente convergente, no involucra
ningin célculo de derivadas y ademas la convergencia no depende del tamano de la
malla espacial aunque en algunas ocasiones es necesaria alguna restriccion en el paso
de tiempo.

En [4] se reporté que los sistemas lineales de ecuaciones algebraicas que se obtienen
con el L-scheme estan mucho mejor condicionados que los sistemas obtenidos usando
los métodos de Newton y Picard, debido a esto existen ejemplos donde el L-scheme
puede ser incluso mas rapido en tiempo de maquina que el método Newton atin cuando
solo tiene convergencia lineal. Este fenomeno se puede observar en algunos ejemplos
presentados en [4]. Restringiremos el analisis a condiciones de borde de Dirichlet ho-
mogéneas solo por simplicidad, aun cuando la extension a condiciones mas generales
suelen ser simples.

2.3.1 L-esquema para la cuarta forma

El L-scheme para (2.1) fue estudiado en [31] para una discretizacién espacial de
elementos finitos mixtos y dos esquemas de Euler: el uno totalmente implicito, donde
es necesario poner una pequena restriccion sobre el paso de tiempo y el otro es un
Esquema de Euler explicito en la funciéon de conductividad hidraulica e implicito en
los demas términos, este no necesita que se imponga ninguna condicién sobre el paso
de tiempo. Es importante destacar que para probar la convergencia del L-scheme
no es necesario usar ningin tipo de regularizacion, lo que significa una gran ventaja
sobre otros esquemas. Se asume que se cumplen las hipétesis (K1), (K3), (K4), (K6)
y (K7) en (2.1).

En lo que sigue demostraremos los teoremas relacionados con la convergencia del
L-scheme para una discretizacion espacial de elementos finitos de Galerkin, aunque las
pruebas de los teoremas presentadas en esta tesis difieren un poco de las presentadas
en [31]. El problema completamente discreto de (2.1) sin regularizar la funcién b
queda como se sigue:

Dado uy € V},, hallar ug,, € V}, tal que:
(1), v) + by (Vuggr + K(b(ugi1))ex, Vo) = (uff + heSiq,v) (2.13)
para todo v € V.
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El método de linealizacién L-scheme para el problema (2.13) es el siguiente y puede
ser consultado en [31].

Dado ug y uj,, € Vi, hallar ujt] € Vj, tal que:
L{upty —up g, v) + (b(upyy), v) +he (Vupty, Vo)
+he ((K 0b)(ujyy)ex, Vo)
= (ug + hySky1,v) para todo v € Vj,,

(2.14)

donde L es una constante positiva relacionada con la la funcién b.

Lema 2.3.1. Asumiendo la hipdtesis (K1), se tiene que para todo vi,ve € L*(Q) se
verifica
1(v1) = b(v2)[I* < Ly (b(v1) — b(va), v1 — va) -

Demostracion. De la hipétesis (K1) se deduce que b es Lipschitz continua, luego se
tiene
|b(x) —b(y)| < Ly|lz —y| paratodo z,y € R.

Multiplicando los dos lados por |b(x) — b(y)| se sigue
b(&) — B)I® < Lifw — yllb(z) — b(y)| para todo 2,y € R.

De (K1) se deduce que b es monétona creciente por lo que (z — y)(b(z) — b(y)) > 0
para todo z,y € R obteniendo

[b(x) = b(y)* < Lo(z — y)(b(x) — b(y)) paratodo z,y € R.

Tomando vy, vy € L*(Q), remplazando en la ecuacién anterior e integrando sobre
se concluye el resultado. O

Lema 2.3.2. Suponiendo (K/j), se tiene que para todo vi,v, € L*(Q) se verifica la
siguiente desigualdad:

15 (b(v1)) = K (b(v2))[|* < L (b(v1) — b(v2), v1 — va) .
Demostracion. La demostracion se sigue inmediatamente de la hipétesis (K4) O

Teorema 2.3.1. Asumiendo que se cumplen las hipdtesis (K1) y (K4), L > Ly, y el
paso de tiempo satisface la condicion hyLy < 1, entonces el esquema (2.14) converge
a la solucion de (2.13), para cualquier solucidn inicial que utilicemos para comenzar
las iteraciones el método, el orden de convergencia es lineal y su tasa de convergencia
a es

1
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Demostracion. Restando (2.14) de (2.13), se tiene:

L <e2j;11 — €415 U> + <b(UZ+1) — b(ug41), U> + Iy <VGZE, VU>
+he ([(K 0 b)(up, 1) — (K ob)(up1)] €2, Vv) = 0.
Escogiendo v = eZill y luego de algunas operaciones algebraicas se deduce
L n L n n 3
eI + Sllefth — e P+hul Vep I
L n n n n
§§||ek+1||2 + <b(uk+1) — b(up41), ekill - ek+1>

- <b(u’,§+1) — b(Upy1), gy — uk+1>
+hy {[(K 0 b)(uly,) — (K 0b)(ugi1)] €2, Vertl).

Usando las desigualdades Young y Holder obtenemos
L n L n n n
S lekiillP+5 ety — el + aull Vel

§§||ek+1||2 + ﬁ”b(ukﬂ) - b(uk+1)||2 + 5”%111 - ek+1||2

- <b(u2+1) — b(Upt1), UZ-H - uk+1>
ht n ht n
+5 (K (b(uiin)) = K (blur)” + S [ Ve ™
Luego de algunas simplificaciones se consigue
n n n 1 n
L€l + hul Veriill® <LllelI® + 7 1b(wesa) = b))

—2 <b(UZ+1) = b(uk+1), Ugyq — uk+1>
+hu| (K (b(ugi 1)) = K (b(ursr)) |

Usando los Lemas 2.3.1 y 2.3.2 en el lado derecho se sigue

Llepill* + kel Ve i I* <Lllef,|I”

L
+ {fb —2+ htCK:| (bluf 1) = bupyr), up g — wera) -

Puesto que L > L, y h,Ck < 1, el dltimo término de la derecha es negativo por lo
tanto

Lleg il + hel[Ver il < Llleg |
De la desigualdad anterior se concluye las dos desigualdades siguientes:

leftill < eller I, (2.15)

n L n
IVeriill < \/h—tHekHH- (2.16)



CAPITULO 2. METODOS DE LINEALIZACION 30

La desigualdad (2.15) se obtiene aplicando la desigualdad de Poincaré en el segundo
término del lado izquierdo. De (2.15) se concluye directamente la convergencia global
del esquema con un orden por lo menos lineal. O]

Observacion 2.3.1. La desigualdad (2.15) prueba que el esquema (2.14) converge
linealmente con una tasa convergencia o en el espacio L*(Q) y la desigualdad (2.16)
demuestra que es convergente también en el espacio H'(Q). La convergencia de (2.14)
es global porque es independiente de la solucidn inicial u)_, escogida para iniciar el
método. Sin embargo, serd mds beneficioso si uno comienza las iteraciones con la
solucion obtenida en el paso de tiempo anterior.

Observaciéon 2.3.2. En el Teorema 2.3.1 hemos tomado las hipotesis que permiten
garantizar la convergencia del esquema: L > Ly y hyCk < 1 que son las que aparecen,
en [31]. Sin embargo debemos notar que es suficiente imponer la siguiente relacion
entre L y el paso de tiempo h,
2L — L,
hy < ——.
LCyk
En esta desigualdad se puede apreciar que basta tomar L > % En cualquiera de los
dos casos, son restricciones relativamente leves, ya que no dependen del tamano de

la malla espacial y peor aun de algin pardmetro de reqularizacion.

Observacién 2.3.3. La tasa de convergencia o depende del paso de tiempo hy y
el pardmetro L, pero es independiente del tamano de la malla espacial h. Pasos
de tiempo mds grandes y valores de L mds pequerios dan como resultado tasas de
convergencia mas pequenas y por lo tanto, el método deberia converger mds rapido.

A continuacion presentamos el L-scheme para la cuarta forma de la Ecuacién de
Richards (2.1), pero esta vez usamos un Esquema de Euler semi-implicito: explicito
en el término de conductividad hidraulica K e implicito en los demas términos. Este
esquema fue usado en [31] con elementos finitos mixtos. La formulacién completa-
mente discreta de (2.1) con un Esquema de Euler semi-implicito, usando elementos
finitos de Galerkin para el espacio y sin ningun tipo de regularizaciéon es como se
sigue:

Dado uy € V},, hallar ug,q € Vj tal que:
(b(ug1),v) + he (Vugsr + K(b(ug))és, Vo) = (ug + heSky1,0) (2.17)
para cada v € V},.

El L-scheme para el problema (2.17) es el siguiente.

Dado uy, y uy,, € Vj, hallar uZIll €V}, tal que:
L{ut — gy, v) + (b(up, ), v) +he (Vupty + K(b(ug)éz, Vo) (2.18)
= (ug + hySk41,v) para todo v € Vj,

donde L > 0 es una constante. Como probaremos en el teorema siguiente el esquema
(2.18) converge sin que sea necesario imponer ninguna restriccién en el tiempo.
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Teorema 2.3.2. Suponiendo que se cumplen las hipdtesis (K1) y (K4) y si 2L >
Ly, entonces el esquema (2.18) converge para cualquier solucion inicial con que se
comience las iteraciones del método, con un orden de convergencia lineal y tasa de

CONVErgencia o
1

2hy

o =

Demostracién. Restando (2.18) de (2.17), escogiendo v = e} | y después de algunas

operaciones algebraicas se deduce:
L L
Sl + Slleitt — e [P +hul Ve il
L
§§HeZ+1“2 + <b(uk+1) - b(uZ-s-l)»eZill - eZ+1>

- <b(uz+l> - b(uk+1)7 uZ_;,.l - Uk+1> .

Usando las desigualdades Young y Holder obtenemos

n n n 1 n
Ll fill® + 2hlIVerii* <Llleful® + 7 1b(wer) = bluii)|*
—2 (D(uyr) = b(Uks1) Uy — Upg) -
Usando el Lema 2.3.1 en el lado derecho se sigue
Llleg il + 2h|IVer i I* <Llleg,|I”

Ly — 2L
|22 ) = b s = )

Puesto que 2L > L el tultimo término de la derecha es negativo por lo tanto

Llegiill* + 2h[|Verfil* < Liley s 1”

De la desigualdad anterior se deducen las dos desigualdades siguientes:
leriill < allepll, (2.19)

n L n
IVeriill < 4/ 5;-lleksall (2.20)
2hy

La desigualdad (2.19) se obtiene aplicando la desigualdad de Poincaré en el segundo
término del lado izquierdo. La desigualdad (2.19) demuestra la convergencia del
esquema (2.18) en el espacio L*(€) y (2.20) prueba la convergencia en H'((Q) O
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2.3.2 L-scheme para la forma mixta

El L-scheme para la ecuacién (2.5) fue estudiado en [4] para una discretizacion espacial
de elementos finitos de Galerkin y un Esquema de Euler totalmente implicito para
el tiempo, aqui es necesario imponer algunas restricciones. El mismo problema fue
estudiado en [15], pero con un Esquema de Euler semi-implicito en el tiempo.

En (2.5) no usamos ninguna regularizacion, utilizamos un Esquema de Euler total-
mente implicito y elementos finitos de Galerkin en el espacio, obteniendo el problema
totalmente discreto siguiente:

Dado V¥, € V},, hallar ¥, € V}, tal que:
(O(Wpy1),0) + hy (K(O(Via1)) [VVriq + €], Vo) = (0(Vr) + hySki,v)  (2.21)
para cada v € V},

Asumimos que las funciones en (2.5) satisfacen las hip6tesis (M1), (M3), (M5) y (M6).
Ademds en (2.21) se satisfacen las siguientes hipGtesis que pueden ser consultadas
en [4].

Hipdtesis 2.3.1. Suponemos que

ziste L > 0 tal que:
(M7) Egiste Li > 0 tal q
|K(xz) — K(y)| < Lglx — y| para todo z,y € R.

(M8) Existe M > 0 tal que ||[VU||, < M < +oo, donde ¥y es la solucion del
problema discreto (2.21).

El L-scheme para el problema no lineal (2.21) es el siguiente [4]:

Dado Wy, y Uy, €V}, hallar W)t} €V}, tal que:
LU =W o) + (07, 0) + he (KO} )) [VURE +62], Vo) (2.22)
= (0 + hySk11,v) para cada v € Vj,.
El elemento clave en el método L-scheme, es la adicién del término de estabilizacién

L{Upt — W7, ,,v). En lo que se sigue enunciamos el teorema de convergencia del
esquema (2.22) el cual puede ser consultado en [4].

Teorema 2.3.3. Asumimos (M1), (M3), (M7), (M8) y la constante L y el paso de
tiempo h; satisfacen la siguiente relacion:

(2.23)

entonces el esquema (2.22) converge linealmente con una tasa de convergencia de

1
\ L+ T
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Demostracion. Restando (2.22) de (2.21) se tiene:

(O(T741) = 0(Tpsr),v) +L (e f) — efy,v)
+h (K (O(W7 1)) VU — K(0(Pt1)) Vi1, V)
+he ([K(O(V},)) — K(6(¥ri1))] €2, Vv) = 0.

Escogiendo v = eZﬂ y realizando algunas operaciones algebraicas en el tercer y cuarto

términos, se deduce que

L L L
(O(U7, 1) — 0(Vpyn), eptD) +§||€Zﬂ||2 + §||€Zﬁ — el — §||€Z+1||2
+hy (K(0( ) Veptt, Vet
+he ([K(O(})) — K(O(Pi1))] (Vi +€2), Vet ) =0.

Usando la hipétesis (M3) obtenemos
eI St — ekl + Kl VR < leal?

(O} ) = O(Wpin) ef Tt —en ) — OOV ) — O(Wpn), Wiy — Upiy)
—hy ([K(O(V7,,)) — K(0(ri1))] (Vi +e2), Vepft) = 0.

Usando el Lema 2.3.1, la hipétesis (M8) y las desigualdades Young y Holder con-
seguimos

§||€kﬁ\|2+§||eki1l —ep |l + MK | VeI < §||6k+1||2
1 n L n n
+ﬁ\|9(‘1’k+1) — 0(Wpp0)]]? + 5”%3 —epall?

1 n
—L—GHQ(‘I’HJ — 0(Wppr) |
hth

hu(M +1)° " n
e K (0(¥7)) = K (0(W5)) | + IVerfall
2K, 2
Simplificando y usando la hipétesis (M7) obtenemos
Lleg iy || +hk Vet
2 1 h(M+1)2L2 i 2 w2
o1 S0V = 0T ||” < Llein |

Ly L K,
De la desigualdad (2.23) se tiene que:

L el + et Ve ||* < L el
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De aqui se deducen las siguientes desigualdades

L
IVeitill < /g el (2.25)

, T
leka]] < {1v5m

La segunda desigualad se deduce de la desigualdad de Poincaré, como siempre C,, es
la constante de Poincaré. [

eral - (2.26)

Observacion 2.3.4. La desigualdad (2.26) demuestra que el esquema (2.22), con-
verge linealmente en L*(Q), y la desigualdad (2.25) prueba que también es convergente
en el espacio H'(Q). La convergencia de este esquema es global, por lo que es inde-
pendiente de la solucion inicial escogida para iniciar las iteraciones y ademds no es
necesaria una reqularizacion de la funcion 6. Sin embargo para asequrar la conver-
gencia el paso de tiempo debe cumplir con la siguiente condicion que se deriva de la

desigualdad (2.23)
2L — Ly K,
he < s | -
L Lo(M + 2)2L%

Es claro que debemos seleccionar L > %Lg, sin embargo tomar valores de L muy
cercanos a %L@, trae como consecuencia pasos de tiempo muy pequenos. Tomar valores
de L muy grandes tampoco es buena opcidn, ya que L~ (2L—Lg) < 2 y esto no permite
que los pasos de tiempo sean arbitrariamente grandes, mds aun la tasa de convergencia
(2.24) es cercana a 1 lo que deriva en una convergencia lenta. En [4] se recomienda
tomar L = Ly lo que segun los experimentos numéricos realizados en este articulo
podria ser una buena opcion.

De (2.24) se deduce que pasos de tiempo grandes y valores de L pequenos producen
tasas de convergencia pequenas, lo que deriva en una convergencia mas rdpida, sin
embargo los dos pardmetros estan ligados por (2.23), donde valores de L pequenos
tienen como consecuencia valores de h; pequenos.

En lo que sigue presentamos el L-scheme para forma mixta pero esta vez usando
un Esquema de Euler semi-implicito para el tiempo. Asumimos las hipdtesis (M1),
(M3), (M5), (M6) y (M7) en (2.5). El L-scheme para el problema totalmente discreto

(2.6) estda dado por la siguiente expresién [15].

Dado ¥, y ¥, hallar \If’gﬁ tal que:
LWy = Wiin ) + (O, v) + he (K(35) [V + ], Vo) (2.27)
= (0 + hySk+1,v) para cada v € V.



CAPITULO 2. METODOS DE LINEALIZACION 35

Teorema 2.3.4. Asumiendo que se cumplen las hipdtesis (M1) y (M3) y (M7), y
que la constante L > %L@, entonces el esquema (2.27) converge linealmente con una

tasa de convergencia itqual a:
1
\ 1+ e

Demostracion. Siguiendo las ideas expuestas para la prueba del Teorema 2.3.3 se
consigue la siguiente desigualdad:

2h K, " N
et ll* + = [ Vertill” < fleal
de donde se deduce
L
IVeiill <y zp g ekl (2.29)

n 1 n
el < o) Tzmm ekl (2:30)
1+ 76
De (2.30) se deduce directamente la convergencia en L?(Q), y de (2.29) la convergencia
en H'(2), lo que completa la demostracién. ]

Observaciéon 2.3.5. Es importante destacar que al usar un Esquema de Fuler semi-
implicito, no es necesaria ninguna restriccion en el paso de tiempo. Asi, el esquema
(2.27) es convergente para cualquier paso de tiempo y cualquier solucion inicial es-
cogida. El valor optimo para el parametro L es %L@, pues con este valor se obtiene
una tasa de convergencia mas pequena en (2.28), asi también se puede obtener tasas
de convergencia mds pequenas para pasos de tiempo grandes.

2.3.3 L-scheme cuando 0 es Holder continua

En todos los casos que hemos analizado, una hipdtesis de suma importancia para pro-
bar la convergencia del L-scheme, es la Lipschitz continuidad de 6. En [43] se plantea
relajar esta hipotesis aceptando tnicamente la Holder continuidad de la funcion. Es-
tos autores no tratan especificamente la Ecuacién de Richards, sino una versiéon muy
simplificada, usan un Esquema de Euler totalmente implicito para el tiempo y el
método elementos finitos mixtos para el espacio. Basados en este trabajo [43], pre-
sentamos una demostracién de la convergencia del esquema (2.27), remplazando la
hipétesis de Lipschitz continuidad de 6 por Holder continuidad tinicamente, usamos
el método de elementos finitos de Galerkin en el espacio.

Vamos a asumir que las funciones involucradas en (2.27) satisfacen las hipotesis
(M3)-(M6) y ademas (M1) es remplazada por

Hipétesis 2.3.2. [45]
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(M9) 6 € C*(R), 6'(2) > 0 y ademds existen constantes Ly > 0 y v € (0,1) tal que:
|0(x) — 0(y)| < Lg|lz — y|” para todo z,y € R.

Antes de probar el teorema enunciaremos unos lemas importantes para la de-
mostracién.

Lema 2.3.3. Para cualquier C, B, nimeros reales positivos y v € (0,1) se tiene que
la siguiente desigualdad:

L 1- L 1\
CB™ < B+ TVC%Q + )T (—) ,
donde L > 0.

Demostracion. Puesto que L > 0 se tiene:

1ty 1ty 147
e = | () T e (2E2) T
1+~ L
Dado que 7y € (0,1) podemos usar la desigualdad Young con p = % >lyq= %
de donde se deduce inmediatamente el resultado. ]

Lema 2.3.4. Para cualesquier A, B >0 y v € (0,1) se verifica la siguiente desigual-
dad:

T+
-1 14y L 1-— 1+y 1\
AB< L, A7 + 532 + 77 [y Lol ™ (1+7) 7 (f) ;

donde Lg, L > 0.

Demostracion. Puesto que Ly > 0y dado que v € (0, 1) usamos la desigualdad Young
con p = HT” > 1y qg=1+ por lo tanto se tiene que:

_1 1 'YL
AB< L, A+ + | =0 | g+,
(1+7)t
Usando el Lema 2.3.3 en el segundo término de la desigualdad con

v7Lg
(1+y)tH+

se concluye el resultado. O]

Lema 2.3.5. Para vi,vy € L*(Q) y v € (0,1) se verifica la siguiente desigualdad:

L4y

-1 + L 1—v 2 ey 1\
(ol bl < 2Bl + 5 healP + 252 12l ()78 (1) )

donde Ly, L > 0.
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Demostracion. Usando el Lema 2.3.4 con A = |v1| y B = |vs| y luego integrando
sobre el conjunto €2, se tiene el resultado O]

Lema 2.3.6. Asumiendo (M9) se tiene la siguiente desigualdad:

1y

L;;HH(UI) — 6(1@)”@ < (O(v1) — O(va),v1 — va), para todo vy, vy € L2(Q).

Demostracion. Usando (M9) y multiplicando los dos lados de la desigualdad por
|0(x) — O(y)|” se tiene:
_1 14+
Ly |0(x) — 0(y)| > < |0(x) — 0(y)l[x — y[ para todo z,y € R.
Usando la monotonia de @, haciendo = = vy, y = v e integrando sobre el conjunto {2
se deduce inmediatamente el resultado. O

Lema 2.3.7. Si se verifican las hipdtesis (M3) y (M9) se tiene la siguiente desigual-
dad:

2
n h K, N . 1\ T
IegEb? + 2 AT < Mepall? + RA (z) |
donde
v 1 _liy 1
R= (=7 L™ (1+7) 0@y A= e
LCZ

Demostracion. Restando (2.27) de (2.6), Escogiendo v = e’,;‘ﬂ y realizando algunas

operaciones algebraicas se tiene
L n L n n n n n
5”%1%”24'5”%1% —ep|l? + MK [ Vet |2 + (0(%5 1) — 0(Whin), Uiy — Wrpa)

L n n n n
< Slleall + 10VE) = O(Whr)l, lefidy — eial) -

Usando el Lema 2.3.6 y 2.3.5 se sigue:

L n L n n n - n H
eI+ e = el + R IV + Ly 1000 E) — 0l oL
v

14y

L n -1 n v L n n
< §||ek+1||2 + Ly "|0(Wis1) — 0(Wrrn) [ 11, + §|I€kii —ep)?
v

14y
14y

P L ) (1) ),

Simplificando y usando la desigualdad de Poincaré tenemos:
hi K, hi K,
LC? L

(1+ Mexall® + IVeriill® < llekal?

+(1=9) WLy ™ (147) T (%) - (8),

de donde finalmente se obtiene el resultado. O]
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Teorema 2.3.5. Asumiendo las hipotesis (M3) y (M9), se tiene que para todo € > 0,
existen L > 0 y Ny € N tal que:

leriall < e para todo n > Nj.

Demostracion. Del Lema 2.3.7 se tiene que

2

1—

n n 1 v
lert % < Allef |1” + RA (Z) ,

de donde se deduce inmediatamente que:

2
el < X el + =R (z> |
Puesto que 0 < A < 1, dado € > 0 existe Ny € N tal que

N len )P < \/75 para todo n > N, (2.31)

por lo tanto se puede seleccionar L > 0 suficiente grande tal que:

A 1\ ™7 NG
— — < —. 2.32
1—)\R(L) =72 (2:32)

Para obtener (2.32) es suficiente escoger
AR 1207

L>|———

Ve(l =)

De las desigualdades (2.31) y (2.32) se concluye inmediatamente el resultado. O

Observacién 2.3.6. Si 0 es Lipschitz continua, el problema se reduce al estudiado
en el Teorema 2.3.4. FEn este caso, la iteracion es una contraccion, por lo que la
convergencia es incondicional y converge para cualquier L > %Lg.

Observacion 2.3.7. Observe que la convergencia se puede lograr sin importar el
paso de tiempo hy;. De hecho, cuanto mayor sea el paso de tiempo, mejor serd la
convergencia del esquema iterativo. La tasa de convergencia empeora para valores de
L grandes, ya que A se acerca a 1. Desde el punto de vista tedrico, esto da como
resultado un mayor numero de iteraciones para obtener la precision deseada. Sin
embargo, esta es una interpretacion bastante pesimista, ya que en los experimentos
numéricos presentados en [43] el nimero de iteraciones es razonable.



CAPITULO 2. METODOS DE LINEALIZACION 39

2.4 Esquemas de linealizacion mixtos

Los esquemas de Picard y L-scheme son robustos, pero sélo linealmente convergentes,
mientras que el método de Newton es cuadraticamente convergente, aunque solo lo-
camente convergente. Se busca combinar la robustez de los métodos de Picard y
L-scheme con la velocidad del método de Newton, es por esto que se han propuesto
dos métodos: el Picard/Newton y el L-esquema/Newton. Estos métodos consisten
en calcular algunas iteraciones con el esquema robusto antes de cambiar al método
de Newton. Los nuevos métodos mixtos tienen un mejor rendimiento tanto en ro-
bustez como en velocidad de computo, sin embargo su convergencia global no ha sido
demostrada tedricamente.

El esquema de Picard/Newton fue propuesto por [14] y es una combinacién del
método de Picard y el método de Newton. Su convergencia no esta asegurada puesto
que comenzamos las iteraciones con el esquema de Picard y por el Teorema 2.2.1 este
converge solo localmente, es decir, si el método de Picard Modificado falla también
falla el esquema de Picard/Newton.

El esquema L-esquema/Newton fue propuesto en [4] y consiste en hacer un niimero
fijo de iteraciones con el L-scheme y luego cambiar al método de Newton. En [4] se
recomienda hacer entre 4 o 5 iteraciones del L-scheme antes de cambiar al método
de Newton. La convergencia de este esquema tampoco esta asegurada, puesto que
no se puede asegurar que luego de un nimero fijo de iteraciones del L-scheme, la
solucién obtenida esté suficientemente cerca de la solucién exacta para garantizar la
convergencia del método de Newton.



Capitulo 3

UNA FAMILIA DE NUEVOS
ESQUEMAS DE
LINEALIZACION

En este capitulo buscamos una generalizacién del L-scheme para la Ecuacion de
Richards. Construimos una familia de esquemas de linealizacién de primer orden
robustos, eficientes y globalmente convergentes. Usamos una sucesiéon de funciones
reales L™, n € N, para construir un marco teérico general. Para la discretizacion es-
pacial se usa el método de elementos finitos de Galerkin linealeales. La discretizacion
del tiempo se basa en el método de Euler semi-implicito. Obtenemos cinco esque-
mas que mejoran la convergencia del L-scheme: Derivative Globally convergent Lin-
ear Scheme (DGLS), Globally convergent Linear Scheme (GLS), Modified Newton’s
Scheme (MNS), Modified Derivative Globally convergent Linear Scheme (MDGLS) y
Modified Globally convergent Linear Scheme (MGLS). Demostramos la convergencia
de las iteraciénes en la norma H'() y verificamos los resultados teéricos mediante
tres ejemplos numéricos. Los nuevos métodos son comparados con el L-scheme y el
método de Newton, estudiamos el orden de convergencia, el nimero de iteraciones, y
tiempo de de CPU de los métodos.

El MNS es un método mas que robusto que el esquema de Newton aunque los dos
tienen el mismo orden de convergencia. Los experimentos numéricos muestran que el
MNS' converge cuando el esquema de Newton no lo hace y usa un tiempo de computo
similar, lo que lo convierte en una buena alternativa. Los cuatro restantes son esque-
mas globalmente convergentes, con orden de convergencia lineal. Los métodos DGLS
y GLS muestran practicamente el mismo rendimiento, que en general es mejor que el
del L-scheme, dado que el esquema DGLS usa la derivada de 6 y el GIS no lo hace,
este podria tener un extraordinario desempeno como en el caso del Ejemplo 2 con la
segunda condicion inicial. Para mejorar el rendimiento de estos esquemas se desarrollo
dos métodos adicionales, el MDGLS y el MGLS aunque presentan un rendimiento
similar, dado que el MDGLS usa la derivada de la funciéon € su desempenio es es-

40
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casamente mejor. Los resultados muestran que estos dos nuevos esquemas obtiene
las mejores resultados, no solo por su convergencia global, sino que ademés exhiben
mejores tasas de convergencia (hasta cuatro veces mejor que la del L-scheme), un
menor nimero de iteraciones y tiempos de CPU mas bajos. Es importante destacar
que se pueden desarrollar otros métodos de linealizacion diferentes a los expuestos en
este trabajo utilizando este marco tedrico.

3.1 Discretizacion del tiempo

La discretizacién en el tiempo se logra mediante un esquema Euler explicito-implicito
en la Ecuacién de Richards en su forma mixta (2.5). Restringimos las formulaciones y
el analisis a condiciones de frontera de Dirichlet homogéneas, solo por simplicidad. La
extension a condiciones de frontera mas generales es sencilla (los ejemplos numéricos
presentados en esta seccién involucran otras condiciones de frontera). Denotemos el
paso de tiempo h; = T'/N para algin N € N fijo, la solucién aproximada ¢y := ¥(tg),
tr = khy, y 0 = 0(¥;). Obtenemos el siguiente problema eliptico no lineal con las
condiciones de contorno de Dirichlet: para k =1,2,..., N

Dado Uy € H}(Q2), hallar Uy, ; € H}(Q) tal que:
(Ok1, p) + Iy (K (V3 ) (Vi1 + €2), V) = (0 + heSit1, p) (3.1)
para todo p € H}(Q).

En el primer paso de tiempo ¥y es la condicién inicial. Se asumen las hipdtesis (M1),
(M3), (M4), (M5) y (M6) para el problema (3.1). Este esquema de tiempo fue usado
por Slodicka [15] y también en [32] con el L-scheme en la cuarta forma de la Ecuacion
de Richards y elementos finitos mixtos.

El método de Newton para (3.1) fue estudiado en el capitulo anterior (ver 2.1.2).
Dado que usamos un Esquema de Euler semi-implicito para discretizar el tiempo, el
esquema de Newton de (3.1) no involucra la derivada de la funcién de conductividad
hidraulica K, ya que se evalua en el tiempo anterior y por lo tanto no constituye un
término no lineal en la ecuacion. Este procedimiento es diferente al propuesto por
Celia et al [3], donde se usa un Esquema de Euler totalmente implicito obteniendo
dos términos no lineales. La no linealidad que involucra la derivada en el tiempo se
discretiza cuadraticamente mientra que la no linealidad de K se aproxima linealmente.
A este método lo denominamos esquema de Picard Modificado y fue estudiado en el
capitulo anterior (ver 2.2).
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3.2 Linealizacion y estimacion del Error

En esta seccién proponemos el siguiente esquema general para la linealizacién de (3.1):
Para k=1,2,...,. N

dado Wy, Uy, € Hy(Q), hallar U} € Hj() tal que:
<Z}§+1(\I/Z+11 L), > + he (K (0) (VU 4 2), V)

= (O — 01 + MeSki1, p)
para todo p € HS(Q), y paran=0,1,2, ...,

(3.2)

donde Z}; 11 = RY es positiva. Observemos que el esquema (3.2) tiene una solucién
Unica ‘Il’kfﬁ € H}(Q) para k y n fijos. Esto se sigue inmediatamente de la teorfa de
las ecuaciones elipticas lineales [59, teorema 3 pagina 301] y los supuestos (M1) y
(M3)-(MG6). Tenga en cuenta que si existe v tal que 0 < v < EZH casi en todo punto
de 2, podemos definir un producto interno ponderado en L?(Q2) y su norma inducida
de la siguiente manera:

1

R

Q Q
En lo que sigue introducimos algunas hipdtesis sobre ZZ 1
Hip(’)tesis 3.2.1. Sean €,5 > 0. Definimos para todo x € Q fijo yn = 1,2, ...
It (o) = {7z = w¥, (@) + (1 = w)¥ppa(z), we [0,1]} CR

~ L
(H10) Ly, (z) =C > 79, donde C' es una constante positiva.
1 .
(H11) 0 < §L9 < Ly (x) < B para todo v € Q yn=1,2,...

1
(H12) 0 < e < 2max{9’ )/z € Ip (x)} < Lk+1($) < B para todo x € Q yn =
1,2, ...

(H13) [AJZH( ) < LZ+11( ) para todo x € Q yn=1,2,...

Observacién 3.2.1. Si la funcion 6’ no es estrictamente mayor a € previo a la dis-
cretizacion, podemos usar un paso de reqularizacion en (2.5). Especificamente, dado
e > 0, defintmos la funcion no lineal . como una aprorimacion de la no linealidad
original 0 satisfaciendo 0. > €. Para mayores detalles podemos consultar [32,65]. Con
la finalidad de simplificar, se puede considerar la perturbacion global 0.(z) = 0(z)+ez.

Ahora enunciamos el principal resultado de este capitulo que lo usaremos poste-
riormente para construir nuevos esquemas.
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Teorema 3.2.1. Suponiendo que se cumple (M3) entonces se verifica:

/

R + ok, [Vert? < <
I'n.

k+1

a) Para k=1,2,..,N, yn=0,1,..

0'(t) — Ly

" }e;;iﬂ>

(3.3)

b) Asumiendo (M1) y uno de los siguientes tres casos: (M10) o bien (M11) y
(M18) o bien (M12) y (M13), entonces, la sucesion de soluciones {¥}, ; }nso
de (3.2) converge a Wy, solucidn de (3.1) en H}(Q) para k € {1,...,N}.

c) Asumiendo (M1) para todo n = 1,2, ... y para todo k = 1,2, ..., N fijo, tenemos
la siguiente estimacion del error

C Loh: K,
leriillar o) < max{C)p, 1}h 9 4 20

n n—1
e W”\Dkﬂ — Ul (3.4)

Demostracidn. : a) Restando (3.1) de (3.2), y eligiendo p = €], obtenemos

(Bis (U = W) ) e (K ()R Vepid) = (s — 0 f11).
Usando (M3) y haciendo algunas operaciones algebraicas uno consigue
||€Zﬂ||72z + htKrHV@ZﬂHQ < <(9k+1 - 91?+1) — Lin (‘I’k+1 - ‘I’Zﬂ) >@Zi1l> :
Usando la definicién de I}},,, probamos (3.3).

b) Primer caso. De (M1) y (M10) se sigue |#'(t) — C| < C. Usando este resul-
tado en (3.3), obtenemos la siguiente desigualdad

Clleptall? + h K[ Ver i 1? < C (Jefal s Jerial) -
Usando las desigualdades de Cauchy-Schwarz y Young, se tiene

2h K,

o Vel < lleia . (3.5)

leRiill” +

De la desigualdad de Poincaré con constante Cj, se tiene que

n 2h KT —2 n n C n
ezt < (14 78) el v 19 < e el - 69
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De (3.6), se sigue inmediatamente la convergencia del esquema en H'(S).

Sequndo caso: Seguimos las mismas ideas de la prueba anterior. Usando (M11),
obtenemos

Rt + e Vet P < (T, et ). (37)
De las desigualdades de Cauchy-Schwarz y Young, se tiene la siguiente desigualdad
lerfilln + 2R K[ Vep 1P < llef 7 (3.8)

Usando (M13) y la desigualdad de Poincaré, obtenemos
( n+1
n 23 1
el < Lo 1t 2hK, leRsall
C3h (3.9)
B

Vet < MK, ex ]| -

\

De (3.9), se obtiene directamente la convergencia del esquema en H* ().

Tercer caso: De (M12) se deduce facilmente que para cada z € Q fijo, se verifica
10'(t) — Ly (x)| < Ly, (x) para todo t € I} {(x). Usando este resultado en (3.3) se
obtiene (3.7) y luego (3.8). Luego usando (M13) se tiene la siguiente desigualdad

2h K\ — "5
ezl < 2+ ) ekl 310
p

y de (3.8), se sigue que
20 K| Vep 1 < llefialla-

De la desigualdad de Poincaré, la expresién (3.10), y después de algunas simplifica-
ciones, obtenemos

. 2h K, \ % Lo
el < (14 oy ) max {1}y e ldall. (31)
P s

De lo anterior se tiene directamente la convergencia.

c) Restando (3.1) de (3.2), escogiendo p = €} y usando (M3) obtenemos
h B Ve P+ Oy — Orer, Uiy — Tin) < (i — U i),
+ <9k+1 — i1 \I’Zill - ‘I’Z+1> :
Por otro lado de (M1) se puede deducir la siguiente desigualdad

1
L_9||QZ+1 - 9k+1||2 < <92+1 — Ok, \PZ-H - \Ijk+1> : (3.13)

(3.12)
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Usando (3.13) en (3.12) obtenemos

1 3 n n n n n n n
L_9||0k+1_0k+1||2+htKTHvek:::-_11||2 < B =V MR 10k =0k 195 — PR -

Usando las desigualdades de Poincaré y Young se tiene

hi Ky piryo . kS B2C? Ly
n \V4 n+l2 ~ p - an—i—l _ 2.
o 1P + 2 IV < |G + 7|1 - v
De la desigualdad anterior finalmente obtenemos el resultado. O]

Observacion 3.2.2. Si Q C R, usando el Lema 4.3.4 de [52], obtenemos la desigual-
dad |eft| =) < ||eZill||Hé(Q). FEsta desigualdad se puede utilizar en las estima-
ciones (3.4) y (3.11), lo que permite obtener estimaciones en L>()) al menos para
una dimension.

3.3 Esquema de linealizacion

Formulamos varios esquemas numéricos basados en el esquema general propuesto y
discutido en la seccién 3.2. Estos esquemas nuevos son robustos y sus convergencias
son de primer o segundo orden. Estos esquemas involucran funciones de aproximacion
L}, més generales que la funcién constante usada para definir el L-scheme, de hecho
el L-scheme es un caso particular de estos métodos. Téngase en cuenta que es posible
desarrollar otros esquemas diferentes a los propuestos en esta tesis usando la teoria
expuesta en el capitulo anterior basados, por ejemplo, en otras aproximaciones de la
derivada de 6.

3.3.1 L-scheme y L2-scheme

Si ZZ 1 = 0'(V},,), obtenemos el esquema de Newton que fue abordado en la seccién
2.1.2. Si EZH(@") =C > %, con C constante; entonces obtenemos el L-scheme que
puede ser consultado en [4,15,32] y con mayor detalle en la seccién 2.3 de esta tesis
Su convergencia fue probada en el Teorema 3.2.1 parte b. Si C' = Ly, obtenemos
L-scheme propuesto en [15] mientras que si consideramos C' = Ly/2 encontramos el
esquema sugerido en [4] y lo notamos como L2-scheme.

3.3.2 Esquemas DGLS y GLS

Usando el Teorema 3.2.1 y las hipdtesis (M11) y (M13), definiremos los dos primeros
esquemas de linealizacion, estos son de primer orden y globalmente convergentes.
Sabemos que el método de Newton tiene un mejor rendimiento que el L-scheme,
aunque solo converge localmente. Es por esto que parece natural elegir Ly ; como
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Figura 3.1: Funciones L; y Lo para los esquemas DGLS y GLS.

una aproximacién de la funcién ¢'(¥}, ), de tal manera que satisfaga las hipdtesis
requeridas en el Teorema 3.2.1, y asi conseguir la convergencia global del método.
Con estas hipotesis, obtenemos un mejor rendimiento que el L-scheme.

Definimos dos nuevos esquemas numéricos con orden de convergencia lineal, el
primer esquema usa la derivada de la funcién 6, a este lo llamamos Derivative
Globally convergent Linear Scheme (DGLS). Este esquema toma los valores
de 0'(Wp,,) si 6'(U},,) > $Le y un valor constante igual a 3Ly en caso contrario,
lo que garantiza la convergencia del esquema. El segundo esquema lo denominamos
Globally convergent Linear Scheme (GLS) y no usa ¢, lo que de alguna ma-
nera significa una ventaja. Este esquema esta inspirado en el ejemplo numérico 2
presentado en esta tesis, donde se consideraron dos condiciones iniciales diferentes.
Al analizar la convergencia de los métodos L-scheme y L2-scheme, se puede observar
que, usando la primera condicién inicial con L = %Lg, se obtuvo una convergencia
mas rapida, mientras que con la segunda condicién inicial se obtuvo una convergencia
mas rapida para L = Ly. Estos resultados sugieren un nuevo esquema que involucre
estos dos valores para aproximar la funcién 6.

Definimos L;(z) y Lo(z) como se muestra en (3.14) y (3.15) respectivamente, ver
adicionalmente también la Figura 3.1.

O NIEEE]
Li(z) = . . (3.14)
79, si 0'(2) < 79,
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Lo, si |z—3 <h,

Ly(z) = (3.15)

%, §i |2—2 >0
Denotamos 2 el tinico punto maximo de la funcién ¢', para algunos detalles podemos
referirnos la seccion 1.1.5 de esta tesis. El pardametro A se selecciona adecuadamente,
de tal manera que Ly(2) esté cerca de ' como se muestra en Figura 3.1. Se puede selec-
cionar h de muchas maneras diferentes y para los experimentos numéricos presentados

en esta tesis, seleccionamos h = 2|x1 xs|, donde x, x5 se encuentran resolviendo

la ecuacién ¢'(z) = 3Ly. Sin embargo, existen otras maneras de seleccionar h. Esta
aproximacion puede verse en la Figura 3.1.

Para determinar los nuevos esquemas numeéricos usamos un parametro r € N, y
a continuacién definimos la sucesién LZH = L, (¢},,) para todo n = 0,1,2,....1y
ZZH = Ly, (Y},1) paran =r+1,742,..., con m = 1 para el esquema DGLS y m = 2
para el esquema GLS. Manteniendo L k1 constante para n > r, nos aseguramos que
se satisface la hipdtesis (M13) y conseguimos que se cumplan los supuestos necesarios
para garantizar la convergencia de los esquemas. Es importante destacar, que al usar
hipétesis (M11), no es necesario usar una regularizacién de la funcién 6, aun cuando
la derivada de esta funcion se anule en parte de su dominio.

3.3.3 Esquema MNS

Puesto que los esquemas DGLS y GLS no proveen una buena aproximacién de 6’
para valores mas pequenos que %Lg, formulamos un nuevo esquema que corrige esta
desventaja llamado Modified Newton’s Scheme (MNS). Este nuevo método usa
la estimacién del error en L>(2) dada en (3.4) para desarrollar un esquema robusto
y en muchos casos de segundo orden. En lo que se sigue suponemos que existe € > 0
tal que @ > . En el caso que esta propiedad no se cumpla, se debe usar una
regularizacion de la funcién como se indico en la Observacion 3.2.1. Con la finalidad
de aproximar Lk 11 a0 (P7, ) en cada iteracion, definimos:

mn n n n 1 n
k41 - Ce”‘ljk-ﬂ - k:+1H Yy Ek+1<x) = §max{92(z) Dz — k+1 r)| < dj +1}

Notamos que ¢’ tiene un tinico punto critico z < 0 y ademés 6’ es moné6tona creciente
en (—oo,2) y monétona decreciente en (Z,+oc). De la parte anterior se sigue que
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E},, se puede escribir de la siguiente manera:

;

1 e n n
59/( Z+1(x) + dZ-i-l)a S1 2 — \I[k+1<x> > dk+17

Ek+1<x) = §L9» si |2 - \I[k+1(x)’ < dk+1a

1 RN n n
\ 59’(@};‘“@) —diyy), st - W (2) < —diyg.

Definimos el esquema MNS eligiendo:
j1(2) = max {El?ﬂ(x)a 92( Z+1(I))} :

Esta claro que EZ 1 satisface (M12), por lo tanto podemos obtener la siguiente es-
timacion |[eff|ln < Allef4]ln, con 0 < A < 1 constante. Sin embargo no necesa-

riamente ZZ 1 satisface (M13) por lo que no podemos asegurar la convergencia del
esquema. Después de un numero finito de iteraciones del método MNS, recuperamos
el esquema Newton, por lo tanto el esquema tiene el mismo orden de convergencia
que el método de Newton.

Definimos la funcién Si,; : R — R siguiente:

(

| L :
59/(9 + d2+1)7 si 27—y > diy,

" 1 e n
Sk+1(y) = §L97 Sl |Z - y| S dk+17

1 o :
5«9’(y—d2+1), si Z—y < —di,.

\

Ademds definimos L}, (y) = max {Sy,,(y),# (v)}. Resulta evidente que EJ, , =

(W) y ZZH = L}, (V). En la Figura 3.4, mostramos un ejemplo de la
evolucion de L ; en cada iteracion. Noétese como en la cuarta iteracion, practicamente
L}, ha alcanzado a la funcién ¢, por lo tanto, a partir de la iteracion 4 el esquema
MNS coincide con el método de Newton.

3.3.4 Esquemas MDGLS y MGLS

El esquema MNS no satisface el supuesto (M13), por lo que no se puede probar la
convergencia global del método, sin embargo los experimentos numéricos presentados,
muestran que es un esquema mucho méas robusto que el método Newton. Definimos
dos nuevos esquemas que corrigen esta desventaja. Recordando los esquemas DGLS
y GLS, tratamos de mejor la aproximacion de €' y los llamamos Modified DGLS
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(MDGLS) y Modified GLS (MGLS). Para formular los esquemas, usamos la es-
timacién del error en L>°(2) dada en el Teorema 3.11, que evidentemente es mondtona
decreciente. Notamos que ||e, || se puede calcular usando la estimacién demostrada
en la Proposicion 3.5 de [31]. La idea clave de estos dos esquemas es la construcciéon
de los intervalos A}, (z) D I, (x), lo que permite garantizar la hipétesis (M12).
Estos intervalos estdan encajados, lo que ademds garantiza la hipétesis (M13). Adi-
cionalmente, usamos las propiedades de 6" descritos en los capitulos anteriores para
los modelos de Van-Genuchten y Haverkamp con la finalidad de escribir los esquemas
de una manera mas sencilla.

Consideramos la sucesion {d}, | }n=12,.. C R tal que ||e},||z~@) < dj,;, por ejemplo

n—1 L
usando el Teorema 3.11, podemos definir dj, ; = (1—1— 2htK*> ? max {C,, 1}

C3h K,
para n = 1,2,.... A continuacién definimos los intervalos encajados: para todo
n=12 ..

Al () = [CLZH( fr1 (T m ‘I’?m 2dk+1a \Il/;'i“i’l(x) + 2d§c+1] .

Es claro que las siguientes propledades son validas:

Z+1( 7) C A (@), (3.16)
si dp, <di <. <d,, entonces I} ,(z) C A} (). (3.17)
Para construir EZ+1, tomamos 7 > 0.5 fijo y definimos E2+1(x) := 7Ly para todo
L
r € Q. De (3.11), se sigue que [lef ||z < diyy = max{C,, 1}, /5 ;{ €9, 1] y a
tiir
continuacion, definimos
(@) = rmax {6(2) : 2 € AL, (@)} < T (@),
_1
Usando de nuevo (3.11), obtenemos que ||ej_ 4| =) < diyy = (1 + 22’3?) 2dk+1
P

Por induccién y utilizando d;.,; podemos definir

Azﬂ(m) =rmax {#(2): 2 € A}, (2)},

que satisface la propiedad de monotonicidad EZ 1 < LZ +11 De (3.11), obtenemos

la estimacion del error |[e}f]||r=) < dif] = (1 + %) d’g;}, que converge a
cero. Observe que la convergencia en H}(Q) se da en el Teorema 3.2.1. De de las

propiedades de monotonicidad de ¢, el esquema MDGLS se puede escribir como:
70 (0,1 (7)), sibp(2) <73

LZH(J:) = 7Ly, s1 agﬂ( r) <z < ka(a?),

70 (af,(2)),  siap,,(z) > Z
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De manera similar se puede definir el esquema MGLS por:

H(bz+1(x) + dZ+1) - e(bZH(l’))
di s

(

) si bZ+1(37) + dZ—l—l < /Z\a

L (2) == Ly, si aft(z) —dp,, <2<, (2) +d

n

e(a;clﬂ(l’)) - Q(GZH@) - d2+1)

n )
\ dk:—‘rl

siap,,(v) —di, >7Z

3.4 Experimentos Numéricos

Mostraremos la eficiencia y robustez de los nuevos esquemas propuestos a través de
tres ejemplo numéricos de referencia dados en la literatura. Presentamos resultados
numéricos en dos y tres dimensiones. Para la discretizacion del tiempo, utilizamos el
método de Fuler semi-implicito. Para el espacio, elegimos elementos finitos lineales
de Galerkin en mallas triangulares. Resumimos los resultados en la Tabla 3.1, 3.2,
3.3, 3.4y 3.5, donde comparamos el L-scheme y el método de Newton con los nuevos
esquemas de linealizacién. Todos los calculos se realizaron en un portatil HP, con un
procesador Intel Core i5-7400, 8 GB de RAM y el software Freefem ++ v4.6.

3.4.1 Ejemplo 1

Este ejemplo fue usado en [15] para comparar el L-scheme con una solucién exacta.
Extendemos el ejemplo a tres dimensiones con una nueva solucién analitica. Con-
sideremos la siguiente ecuacién diferencial parcial no lineal eliptica en H'(2), donde
Q=(0,1)?2cC R

O() — AV = f en Q,

U =uw sobre 0f).

La funcién no lineal § € C*(Q) estd definida por:

{ arctan(¥), si ¥ <1,
m

-, si v>1.
4

(3.18)

(V) =
Su derivada esta dada por:
L i U<l
(0= 1Ty MU
0, si ¥>1.

Notamos que 0 < #'(¥) < 1 para todo ¥ € R. El lado derecho f se elige de tal
manera que la solucién exacta de la ecuacién diferencial (3.18) sea

U(z,y,2) =w(x,y,2) =2°+y*> — 22 + 2+ y + sin(7x) sin(7y) sin(72).

n
k+1»



CAPITULO 3. UNA FAMILIA DE NUEVOS ESQUEMAS DE LINEALIZACION 51

Tabla 3.1: ||¥,, — V|| para el Ejemplo 1.

Iteraciones

Newton

L-scheme

DGLS

GLS

MNS

MDGLS

MGLS

h = 0.2165

00~ O U= W N —

0.0395485311
0.0006949759
0.0006949658
0.0006949658
0.0006949658
0.0006949658
0.0006949658
0.0006949658

0.0442408850
0.0018067383
0.0007153533
0.0006955932
0.0006949863
0.0006949665
0.0006949659
0.0006949658

0.0395498562
0.0011237906
0.0006994734
0.0006950395
0.0006949671
0.0006949659
0.0006949658
0.0006949658

0.0429041402
0.0011691134
0.0006998617
0.0006950457
0.0006949672
0.0006949659
0.0006949658
0.0006949658

0.0395498562
0.0006950585
0.0006949658
0.0006949658
0.0006949658
0.0006949658
0.0006949658
0.0006949658

0.0442408850
0.0012508027
0.0006960574
0.0006949683
0.0006949658
0.0006949658
0.0006949658
0.0006949658

0.0442408850
0.0016297909
0.0006975815
0.0006949723
0.0006949658
0.0006949658
0.0006949658
0.0006949658

h = 0.0866

0~ O U W N

0.0392926629
0.0000419001
0.0000418939
0.0000418939
0.0000418939
0.0000418939
0.0000418939
0.0000418939

0.0439885584
0.0014111014
0.0000674276
0.0000421967
0.0000419030
0.0000418942
0.0000418939
0.0000418939

0.0392934598
0.0006480176
0.0000450716
0.0000419269
0.0000418944
0.0000418939
0.0000418939
0.0000418939

0.0426491121
0.0007023323
0.0000454444
0.0000419297
0.0000418945
0.0000418939
0.0000418939
0.0000418939

0.0392934598
0.0000419376
0.0000418939
0.0000418939
0.0000418939
0.0000418939
0.0000418939
0.0000418939

0.0439885584
0.0008026772
0.0000425269
0.0000418950
0.0000418939
0.0000418939
0.0000418939
0.0000418939

0.0439885584
0.0012192704
0.0000436685
0.0000418968
0.0000418939
0.0000418939
0.0000418939
0.0000418939

El valor del pardametro L que usamos en el L-scheme es el sugerido en [15], L =1y
para DGLS y GLS, seleccionamos r = 10. Comenzamos las iteraciones con la solucion
inicial ¥o(z,y,2) = —|z — 1.7|% = 0.7]y — 1.7)1¢ + |z — 1.7/%4.

Estudiamos dos tamanos de malla, h = 0.2165 y h = 0.0866. Comparamos las
soluciones numéricas de los esquemas estudiados con la solucion exacta, calculando
el error y el gradiente del error en la norma L?(2) en cada iteracién. Los resultados
se muestran en la Tabla 3.1 y 3.2 con diez digitos de precision.

En todos los esquemas, notamos que los errores disminuyen rapidamente con cada
iteracion del método de linealizacion, para luego alcanzar un valor constante Esto
se debe a que al inicio del proceso iterativo el error de linealizacién es dominante,
pero luego el error de discretizacion es el dominante y la parte constante en las tablas
presentadas significa que el error de discretizacion se ha alcanzado, es decir, el error de
la linealizacion esta por abajo de los 10 digitos decimales considerados. Es importante
resaltar que este fendmeno ya fue observado en [15].

El esquema de Newton y el MNS entregan los mejores resultados, ya que en la
tercera iteracion se alcanzan el error de discretizacién para los dos errores analizados
y para los dos tamanos de malla utilizados. El MDGLS y MGLS requieren cinco
iteraciones para alcanzar el error de discretizacion en todos los casos. Los peores
resultados se obtienen con el L-scheme porque requiere entre 7 y 8 iteraciones para
alcanzar el error de discretizacién. Finalmente, DGLS y GLS necesitan una iteracién
menos que el método L-scheme.
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Tabla 3.2: |[V¥,, — V|| para el Ejemplo 1.

Iteraciones

Newton

L-scheme

DGLS

GLS

MNS

MDGLS

MGLS

h =0.2165

00 ~1 O Ut = W N

0.2243161693
0.0083799759
0.0083799558
0.0083799558
0.0083799558
0.0083799558
0.0083799558
0.0083799558

0.2533833827
0.0120426968
0.0084143298
0.0083809627
0.0083799885
0.0083799569
0.0083799558
0.0083799558

0.2243161744
0.0094677916
0.0083872628
0.0083800736
0.0083799577
0.0083799558
0.0083799558
0.0083799558

0.2435031098
0.0096130623
0.0083878966
0.0083800836
0.0083799579
0.0083799558
0.0083799558
0.0083799558

0.2243161744
0.0083801827
0.0083799558
0.0083799558
0.0083799558
0.0083799558
0.0083799558
0.0083799558

0.2533833827
0.0099480237
0.0083817090
0.0083799603
0.0083799558
0.0083799558
0.0083799558
0.0083799558

0.2533833827
0.0113066039
0.0083841336
0.0083799671
0.0083799558
0.0083799558
0.0083799558
0.0083799558

h = 0.0866

00 ~1 O Ut = W N~

0.2233708172
0.0005982444
0.0005982302
0.0005982302
0.0005982302
0.0005982302
0.0005982302
0.0005982302

0.2525153998
0.0077362351
0.0006583948
0.0005986630
0.0005982425
0.0005982306
0.0005982302
0.0005982302

0.2233708224
0.0035754006
0.0006036515
0.0005982753
0.0005982309
0.0005982302
0.0005982302
0.0005982302

0.2425718284
0.0038693529
0.0006043607
0.0005982792
0.0005982309
0.0005982302
0.0005982302
0.0005982302

0.2233708224
0.0005983370
0.0005982302
0.0005982302
0.0005982302
0.0005982302
0.0005982302
0.0005982302

0.2525153998
0.0045490965
0.0005994185
0.0005982319
0.0005982302
0.0005982302
0.0005982302
0.0005982302

0.2525153998
0.0066797904
0.0006017325
0.0005982344
0.0005982302
0.0005982302
0.0005982302
0.0005982302

3.4.2 Ejemplo 2

Este ejemplo fue propuesto en [4], es un problema en dos dimensiones espaciales y
fue utilizado para estudiar comparativamente algunos esquemas de linealizacion. En
esta tesis usamos este ejemplo para comparar los nuevos esquemas de linealizacion
propuestos en la seccién anterior y seguiremos la misma metodologia sugerida en [4].
Fijamos una condicién de parada y calculamos el nimero de iteracion y el tiempo de
computo siguiendo los trabajos [2,4, 14,15], ademés calculamos el orden de conver-
gencia y solo para los esquemas lineales la tasa de convergencia.

Este ejemplo trata de un problema de inyeccion y extracciéon de fluido en dos
dimensiones espaciales (z, z), donde consideramos la coordenada z hacia arriba. El
dominio € esta dividido en dos partes: la zona no saturada €2, = (0,1) x (=3/4,0) y
la zona saturada €, = (0,1) x (=1, —3/4). De esta manera el dominio del problema
Q=0Q,UQ,=(0,1) x (0,1). Las condiciones de contorno son mixtas, una condicién
de Dirichlet no homogénea en I'p = (0,1) x {0} y una condiciones de Neumann sin
flujo en el complemento I'y = 902 — I'p

1 =—3 sobre I'p:=(0,1)x{0} v [-K()V(¢+2)]-i=0 sobre I'y :=0Q\I'p.

La condicién inicial es discontinua en la transicion desde la zona saturada hacia la
zona vadosa y estd dada por:

-3 si

w<x7zao> = wo(m.Z) = B 3 . Ex’z) € Qw

z—2 8 (z,2) € Q.

4



CAPITULO 3. UNA FAMILIA DE NUEVOS ESQUEMAS DE LINEALIZACION 53

Seleccionamos un término fuente que toma valores positivos y negativos dado por:

[ —0.006 cos(37z) sin(27z) si (z,2) € Q,
fl@,2,t) = { 0 si (z,2) € Q.

Las funciones hidraulicas involucradas estan dadas mediante el modelo de Van-
Genuchten con los siguiente parametros: a = 0.95, n = 2.9, 6, = 0.42, 6, = 0.026,
y Ky = 0.12. La eleccién de n > 2 implica la Lipschitz continuidad de 6 y K.
Analizamos las soluciones numéricas después del primer paso de tiempo como fue
sugerido en [4]. Tomamos h; € {0.25,1,5} y usamos varios tamanos de malla h. Es
facil determinar que Ly = 0.25, usamos este valor en los métodos L-scheme y L2-
scheme segun lo establecido en 3.3.2. Para los esquemas DGLS y GLS, utilizamos
r = 10. Para detener las iteraciones, adoptamos el criterio || =47 | r2() < 0.001
siguiendo [2,15]. Comenzamos las iteraciones con la solucién obtenida en el paso
tiempo anterior U}, | = U,

Los resultados son presentados en la Tabla 3.3, observamos que el método de
Newton falla para los dos tamanos de malla A mas pequenos en todos los pasos de
tiempo. Este resultado concuerda con los resultados teodricos discutidos en 2.1.2,
donde se concluye que la convergencia del método de Newton depende del tamano
de malla h. Todos los demés esquemas convergen para todos los pasos de tiempo
y tamanos de malla. También notamos que el esquema MGLS presenta los mejores
resultados de entre todos los esquema de primer orden y el MNS es el mejor esquema
de los métodos de segundo orden mostrando un comportamiento similar al método
de Newton.

El niimero de iteraciones se muestra en la Tabla 3.3 y en la Figura 3.2. Concluimos
que los nuevos esquemas mejoran la convergencia del L-scheme y el L2-scheme. Por
otro lado, los esquemas DGLS y GLS obtienen las mismas iteraciones aunque el DGLS
usa 0'. El L-scheme y el L2-scheme producen los peores resultados en lo que respecta
al nimero de iteraciones, de hecho el L-scheme hace hasta 3 veces mas iteraciones
que el MNS. Los esquemas MDGLS y MGLS obtienen un rendimiento aceptable,
entre 6 y 7 iteraciones. Finalmente, los esquemas de Newton y MNS obtuvieron los
mejores resultados con un nimero de iteraciones mas bajo. Més auin, el esquema
MNS mantiene un nimero de iteraciones pequeno para todos los pasos de tiempo y
tamanos de malla analizados.

Se calcula el orden de convergencia de los esquemas y en el caso de los esquemas con
orden lineal calculamos ademas la tasa de convergencia. Los resultados se pueden ver
en la Tabla 3.3. Los experimentos numéricos no muestran una variacion significativa
cuando cambiamos el paso de tiempo o la malla espacial. Los esquemas de Newton y
MNS tiene un orden de convergencia experimental muy cercano a dos, mientras los
restantes esquemas tienen un orden lineal. Un analisis mas detallado de los esquemas
de orden lineal se puede obtener comparando sus tasas de convergencia. Las mejores
tasas de convergencia se obtienen para los esquemas MDGLS y MGLS, mientras que
la tasa méas pobre corresponde al L-scheme, lo que demuestra que los nuevos esquemas
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Tabla 3.3: Numero de iteraciones, tiempo de CPU y orden de convergencia para
hy = 0.25,1,5 y cinco tamanos de mallas h diferentes.

Iteraciones Tiempo de CPU Convergencia

h | 0.304 0.160 0.075 0.033 0.019 | 0.304 0.160 0.075 0.033  0.019 | Orden Tasa
hy =0.25
Newton 4 5 6 falla  falla | 0.11 049 231 falla falla | 1.97 -
L-scheme 15 12 12 13 13 0.25 0.84 330 2339 70.52 1 0.87
L2-scheme | 11 13 8 8 8 0.22 115 240 15.09 46.42 1 0.74
DGLS 11 9 7 8 8 0.34 1.61 3.67 27.10 89.10 1 0.72
GLS 11 9 7 8 8 027 1.12 345 21.23 65.77 1 0.71
MNS 6 6 5 5 6 0.13 053 1.71 10.26 44.45| 1.96
MDGLS 7 7 6 7 8 0.13 0.53 1.78 13.49 49.13 1 0.41
MGLS 7 7 7 8 8 0.15 0.57 212 16.74 50.30 1 0.42
hy=1
Newton 4 5 6 falla  falla | 0.09 050 232 falla falla | 1.96 -
L-scheme 14 15 16 16 16 0.23 1.08 441 26.87 86.34 1 0.87
L2-scheme | 13 17 11 10 10 0.33 1.70 355 18.65 59.37 1 0.73
DGLS 10 9 10 10 10 0.32 1.31 5.25 3214 107.99 1 0.72
GLS 10 9 10 10 10 0.25 1.00 4.33 25.62 84.37 1 0.73
MNS 5 5 5 5 6 0.10 046 1.74 10.89 40.00 | 1.94 -
MDGLS 6 6 6 7 7 0.11 046 1.81 12.70 41.08 1 0.41
MGLS 7 7 7 7 8 0.13 056 2.10 12.88 47.56 1 0.42
ht - 5

Newton 4 5 9 falla falla | 0.09 050 3.44 falla falla | 1.98 -
L-scheme 17 19 19 19 19 0.28 1.33 522 3198 106.12 1 0.86
L2-scheme | 13 16 14 12 12 027 1.84 559 20.62 77.86 1 0.74
DGLS 10 11 11 11 11 0.31 1.61 6.26 35.21 114.69 1 0.72
GLS 10 11 11 11 11 025 1.22 458 2780 87.50 1 0.73
MNS 5 5 5 5 5 0.10 044 1.71 10.66 35.66 | 1.95 -
MDGLS 7 7 6 6 7 0.13 053 1.75 10.84 43.09 1 0.41
MGLS 7 7 7 7 7 0.13 0.56 2.15 13.57 4142 1 0.42
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Figura 3.2: Numero de iteraciones.
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CAPITULO 3. UNA FAMILIA DE NUEVOS ESQUEMAS DE LINEALIZACION 56
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Figura 3.4: Evolucién de f/f para el esquema MNS con el paso de tiempo h; = 0.25
y un tamano de malla de h = 0.027.

propuestos en esta tesis son una mejor alternativa. Puesto que el L2-scheme de alguna
manera mejora la aproximacion de la derivada, este calcula menos iteraciones que el
L-scheme, lo que se refleja en la rapidez del método.

Los buenos resultados que se obtienen con el esquema MNS se debe a la aproximacién
de 0" por L}, ;. En la Figura 3.4 podemos observar cémo la funcién L}, ; en color
azul, se acerca a ¢ en color rojo a medida que las iteraciones avanzan. M&s ain en
la cuarta iteracion L, ya ha alcanzado el valor de ', por lo que a partir de esta
iteracién el esquema corresponde al método de Newton.

Finalmente, nos interesa el tiempo de CPU de los nuevos esquemas, estos se com-
paran con los métodos L-scheme, L2-scheme y Newton. Los resultados se muestran
en la Tabla 3.3 y en la Figura 3.3 solo para h; = 1. Téngase en cuenta que en la
Figura 3.3 se usa 1/h en lugar de h para una mejor visualizacién de los resultados.
El tiempo de CPU aumenta cuando usamos tamanos de malla pequenos sin embargo
no se exhibe mayor variabilidad cuando se cambia el paso de tiempo. Aun cuando
los esquemas DGLS y GLS usan el mismo nimero de iteraciones, el GLS registra un
tiempo de CPU ligeramente mas bajo, esto se debe a que no usa la derivada y por
lo tanto el costo de cada iteracion es menor. El1 DGLS es el método lineal mas lento
siendo incluso mas lento que el L-scheme en todos los casos. Los esquemas MGLS
y MDGLS registran tiempos de CPU similares, sin embargo el tiempo de CPU del
método MDGLS, es ligeramente mas bajo y esto se debe a que cada iteracién es més
costosa, ya que necesita evaluar la funcién # muchas mas veces. En todo caso el
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tiempo de cémputo de estos dos métodos es significativamente mas pequeno que el de
los esquemas DGLS y GLS. El MNS es el esquema que muestra el mejor rendimiento
en lo que a tiempo de CPU se refiere, aunque es importante rescatar que cuando se usa
mallas muy gruesas, el método de Newton registra un tiempo de CPU ligeramente
mejor que el MNS. Sin embargo en la iteracién inmediatamente anterior a la falla
del método de Newton, este tiene un aumento significativo en el tiempo de célculo
superando significativamente al esquema MNS.

3.4.3 Ejemplo 3

Este ejemplo ha sido usado por varios autores y para algunos detalles podemos
referirnos a [3,22,26,27]. Fue propuesto por primera vez por Celia et al. en 1990 [3]
para estudiar el método de linealizacion de Picard. Considera el caso de un suelo
arenoso representado por el dominio espacial Q2 = (0,2) x (—40,0). Las funciones
hidraulicas involucradas estan dadas por un modelo Haverkamp [8], correspondiente a
las ecuaciones (1.6) y (1.7). Los parametros del modelo vienen dados por: 6, = 0.287,
0, =0.075, a = 1.611 x 10%, 3 = 3.96, K, = 9.44x 1073, A = 1.175x 10%, y v = 4.74.
Fijamos la condicién de parada |[¢p ) — 7 4| r2() < 1071y calculamos el niimero de
iteraciones, tiempo de CPU y orden de convergencia. En este ejemplo no comenzamos
las iteraciones de los métodos de linealizacion con la solucién en el tiempo anterior
como es habitual, mas bien comenzamos todas las iteraciones con la solucion inicial
fija 1! 41(z,2) = 1.022 — 20.7. Analizamos las soluciones numéricas para los pasos
de tiempo h; = 1,10 y los tamanos de malla h = 0.9428,0.6248,0.3195. Ademés
estudiamos el problema usando dos condiciones iniciales ¥y = —61.5 y ¥y = —40.

Los resultados de convergencia se muestran en la Tabla 3.4 para la primera
condicién inicial y en la Tabla 3.5 para la segunda condicién inicial. Observamos
que todos los esquemas son convergentes, inclusive el esquema de Newton, para todos
las pasos de tiempo, tamanos de malla y condiciones iniciales utilizadas. Ademas el
tamano de la malla no tiene un efecto significativo en el nimero de iteraciones de
ninguno de los métodos de linealizacion estudiados. De todos los esquemas de orden
lineal, el MGLS logra los mejores resultados, y ademas el MNS supera a todos los
esquemas inclusive al método de Newton.

Analizando el nimero de iteraciones en los esquemas lineales, notamos que el L-
scheme, con la condicién inicial g = —61.5, produce los peores resultados con 114
iteraciones, mientras el L2-scheme, tiene un rendimiento aceptable de 45 iteraciones.
Sin embargo, si cambiamos la condicién inicial a ¥y = —40 los resultados mas po-
bres los obtiene el L2-scheme con aproximadamente 70 iteraciones, mientras que el
L-scheme tiene resultados aceptables, alrededor de 18 iteraciones.

Los esquemas DGLS y GLS usan entre 44 y 45 iteraciones con la condicién ini-
cial ¥y = —61.5, mientras que si usamos ¥, = —40 los dos esquemas mejoran su
rendimiento. Mas aun, el esquema DGLS es mejor que el GLS ya que el primero
registra aproximadamente 8 iteraciones y el otro entre 16 y 18 iteraciones. Los es-
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Tabla 3.4: Numero de iteraciones, tiempo de CPU y orden de convergencia para los
tamanos de malla 0.9428,0.6248 y 0.3195, con pasos de tiempo h; = 1,10, usando la
condicién inicial ¥y = —61.5.

Iteraciones Tiempo de CPU Convergencia

h | 0.9428 0.6248 0.3195 | 0.9428 0.6248 0.3195 | Orden Tasa
ht — ]_
Newton 7 7 7 0.96 2.84 10.59 1.85 -
L-scheme 114 114 114 10.25  30.46 133.78 1 0.76
L2-scheme 45 45 45 487 1236 47.71 1 0.53
DGLS 44 44 44 8.14  23.14 88.34 1 0.53
GLS 45 44 44 6.54  19.91 78 1 0.53
MNS 6 6 6 1.19 4.78 1728 | 1.93 -
MDGLS 8 8 9 1.81 7.03  28.96 1 0.12
MGLS 9 9 9 2.08 8.68 28,96 1 0.12
ht = 10

Newton 7 7 7 0.95 2.87 10.52 1.81 -
L-scheme 114 114 114 10.19  30.17 114.52 1 0.76
L2-scheme 45 45 45 4.01 11.98  46.87 1 0.53
DGLS 44 44 44 7.84  23.19 88.07 1 0.53
GLS 44 44 44 849  19.24  73.68 1 0.53
MNS 6 6 6 1.61 452 1778 | 1.90 -
MDGLS 9 9 9 2.02 7.94  29.68 1 0.12
MGLS 9 9 9 2.05 842  31.17 1 0.12
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Tabla 3.5: Numero de iteraciones, tiempo de CPU y orden de convergencia para los
tamanos de malla de 0.9428,0.6248 y 0.3195, con pasos de tiempo h; = 1,10, usando
la condicién inicial ¥y = —40.0

Iteraciones Tiempo de CPU Convergencia

h 0.9428 0.6248 0.3195 | 0.9428 0.6248 0.3195 ‘ Orden Tasa
ht - 1
Newton 8 8 8 1,24 3,39 12,66 | 1.75 -
L-scheme 17 18 19 1.70 5.28 20.66 1 0.15
L2-scheme 74 74 74 6.66  21.21  78.90 1 0.67
DGLS 8 9 9 1.60 5.13  18.68 1 0.01
GLS 16 17 18 2.34 7.80  29.97 1 0.16
MNS 5 5 5 1.43 4.35 14.84 | 1.92 -
MDGLS 11 11 11 2.26 9.75  35.80 1 0.13
MGLS 11 11 11 2,53  10.29 37.18 1 0.13
ht - 10

Newton 7 7 7 1.02 3.40 11.12 1.80 —
L-scheme 19 19 19 1.84 5.45 20.56 1 0.23
L2-scheme 71 71 71 7.86  19.98  79.58 1 0.66
DGLS 8 9 9 1.55 5.00  18.66 1 0.02
GLS 18 18 18 2.74 855  31.17 1 0.16
MNS 5 5 5 1.36 3.86  14.80 | 1.85 -
MDGLS 11 11 11 2.50 9.74  35.85 1 0.13
MGLS 11 11 11 2.95 10.49  37.18 1 0.13

quemas MDGLS y MGLS tiene buenos resultados con las dos condiciones iniciales,
con la primera usa alrededor de 9 iteraciones y con la otra 11.

En el caso de los esquemas de orden superior, el mejor resultado se obtiene con el
esquema MNS seguido muy de cerca por el método de Newton, para las dos condi-
ciones iniciales utilizadas. Es asi que el MNS usa entre 5 y 6 iteraciones y el Newton
entre 7y 8.

El orden de convergencia y las tasas de convergencia para los esquemas lineales
no exhiben mayor variabilidad cuando cambiamos el paso de tiempo, sin embargo
las tasas de convergencia si presentan cambios significativos cuando cambiamos la
condicién inicial. Los esquemas de Newton y MNS muestran un orden de convergen-
cia experimental similar y cercano a dos, para todos los pasos de tiempo y condiciones
iniciales usadas, los demas esquemas tienen un orden lineal.

La mejor tasa de convergencia se obtiene para el esquema DGLS con la segunda
condicién inicial, pero este esquema no consigue una buena tasa de convergencia
cuando usamos la primera condicién inicial. De hecho en este caso los esquemas
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Figura 3.5: Tiempo de CPU para h; = 1 con la condicién inicial g = —61.5.

MDGLS y MGLS exhiben la mejor tasa de convergencia. La peor tasa de conver-
gencia corresponde al L-scheme con la primera condicion inicial. Finalmente, con la
segunda condicién inicial su tasa de convergencia mejora significativamente, de hecho
en este caso la peor tasa de convergencia es para el L2-scheme.

Las tasas de convergencia con la condicién inicial ¥y = —61.5 se presentan en la
Tabla 3.4, los esquemas MDGLS y MGLS exhiben la mejor tasa con un valor de 0.12
seguido de los es esquemas DGLS, GLS y L2-scheme que registran una tasa de 0.53.
La peor tasa de convergencia es la del L-scheme con 0.76.

Los resultados con la condicién inicial ¥y = —40 se tienen en la Tabla 3.5, el método
DGLS tiene la mejor tasa de convergencia con valores de 0.01 y 0.02 respectivamente
para los dos pasos de tiempo utilizados, en segundo lugar se ubican los esquemas
MDGLS y MGLS con una tasa de 0.13, seguido del GLS con 0.16, luego el L-scheme
con tasas de 0.15 y 0.23 respectivamente para los dos pasos de tiempo utilizados.
Finalmente la peor tasa de convergencia es 0.67 para el L2-scheme.

Es importante resaltar que los esquemas MGLS y MDGLS tienen un buen compor-
tamiento mostrando tasas de convergencia bajas con cualquiera de las dos condiciones
iniciales usadas, en contraste con el L-scheme y L2-scheme que muestran cierta inesta-
bilidad, pues sus tasas de convergencia cambian considerablemente cuando cambiamos
la condicion inicial.

En la Tabla 3.4 y la Figura 3.5 se muestra los tiempos de CPU para la condicién
inicial méas seca. El esquema maés rapido es el de Newton, atin cuando utiliza més
iteraciones que el esquema MNS, esto se debe al hecho que cada iteracion del método
MNS es mas costosa, puesto que hace mas evaluaciones de la derivada. Por otro lado,
el L-scheme es el peor, ya que es casi 8 veces mas lento que el MNS y 10 veces mas
lento que el esquema de Newton. El método mas réapido de todos los que no usan la
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Figura 3.6: Tiempo de CPU para h; = 1 con la condicién inicial &g = —40.

derivada de 6 es el esquema MGLS, seguido del L2-scheme y finalmente el esquema
GLS.

Con la condicién inicial ¥y = —40, los resultados se muestran en la Tabla 3.5 y en
la Figura 3.6. Nuevamente no notamos variaciones importantes del tiempo de CPU
cuando cambiamos el paso de tiempo. De los métodos que no usan €', el L-scheme
muestra los mejores resultados, seguido del esquema GLS. Los mejores tiempos de
calculo corresponden a los métodos de Newton y MNS. El esquema DGLS también
muestra buenos resultados y es sélo un 20 % mas lento que el esquema MNS. Por
otro lado, L2-scheme es el método mas lento es aproximadamente 5 veces mas lento
que el MNS, lo que muestra un resultado muy pobre.

Observaciéon 3.4.1. Notemos que el esquema MNS tiene un mejor desempeno que el
método de Newton en el Ejemplo 3. Esto no deberia sorprendernos, pues en [4] ya fue
reportado un esquema que al igual que el MNS inicia las iteraciones con un método
de orden lineal, para luego cambiar a Newton, mostrando un mejor desempeno que el
método de Newton. El esquema presentado en []] es el L-esquema/Newton y es un
esquema mizto que consiste en comenzar las iteraciones con el L-scheme para luego
cambiar al método de Newton. Sus resultados pueden ser consultados en [4, Fig 1].
Pensamos que esto podria obedecer a un pobre desempeno del esquema de Newton en
las primeras iteraciones, cuando la solucion inicial esta muy lejos de la solucion del
problema, es decir, en las primeras iteraciones el método de Newton, podria ser mds
lento que los métodos de orden lineal. Ademds se debe tener en cuenta que no hemos
elegido la solucion en el tiempo anterior como la solucion inicial, lo que de alguna
manera podria haber contribuido para que la solucion inicial este lejos de la solucion
del problema.
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3.5 Conclusiones

Este capitulo de la tesis trata de una generalizacion del L-scheme, que es un esquema
de primer orden globalmente convergente. Al estudiar el rendimiento de los esquemas
numeéricos L-scheme y L2-scheme, notamos una fuerte dependencia de la condicién
inicial, ya que para ¥y = —61.5, %L@ es mejor que Ly, mientras que para la condicion
inicial ¥y = —40 Ly funciona mejor. Con base en este hecho, se propuso un marco
tedrico que permitié generalizar estos esquemas, concretamente el Teorema 3.2.1 que
permite obtener otros esquemas de primer orden globalmente convergentes. En base
a esta teoria se pueden desarrollar muchos esquemas pero hemos seleccionamos cuatro
métodos de primer orden (GLS, DGLS, MGLS, MDGLS) y uno de segundo orden
el MNS para ilustrar el marco tedrico. Proponemos dos esquemas basados en una
aproximaciéon del término no lineal que no usan su derivada y los otros dos esque-
mas, el DGLS y MDGLS, que usan derivadas para aproximar alguna parte de la no
linealidad. El objetivo principal de estos dos tltimos esquemas es medir el efecto de
la derivada en la convergencia de los esquemas. De manera similar, proponemos el
MNS que es un esquema con convergencia similar al método de Newton pero mucho
mas robusto por lo constituye una valiosa es una alternativa.

El primer ejemplo numérico de referencias presentado en este capitulo tiene la
finalidad de comparar los nuevos esquemas propuestos con el L-scheme y el método
de Newton usando la soluciéon exacta de la ecuacion diferencial no lineal. En este
ejemplo analizamos el niimero de iteraciones que necesita el método para alcanzar el
error de discretizacion, esto permite sacar las primeras conclusiones sobre los nuevos
esquemas propuestos. En la Tabla 3.1 y 3.2 se aprecia un pobre rendimiento del
L-scheme, los esquemas de Newton y MNS tienen los mejores resultados, alcanzando
rapidamente el error de discretizacién, asi mismo los esquemas MDGLS y MGLS
tienen un rendimiento similar superando de manera significativa al L-scheme, los
métodos DGLS y GLS muestran una convergencia parecida y también superan al
L-scheme.

El segundo ejemplo numérico de referencia es un ejemplo donde el esquema de
Newton falla, esto permite analizar la robustez de los esquemas. Se concluye que los
nuevos esquemas son robustos y mejoraron la convergencia, siendo mas rapidos que el
L-scheme y el L2-scheme, entre dos y cuatro veces mas rapido, mostrando un tiempo
de CPU en general més bajo. Ademas notamos que en la mayoria de los casos obte-
nemos un numero de iteracion mas bajo, manteniendo la propiedad de convergencia
global, lo que es importante para los problemas singulares donde falla el método de
Newton, como se muestra en la Tabla 3.3 cuando A disminuye. Observamos ademas,
que el esquema MNS no es notablemente mejor que el método MGLS, registrando
solo unas pocas iteraciones mas y un tiempo de calculo similar. Los esquemas lineales
que usan la derivada de 6, obtienen resultados muy similares a las contrapartes que
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no la usan y todos los esquemas propuestos muestran un nimero de iteracion estable
a medida que h disminuye. También concluimos para este ejemplo de referencia, que
el método MGLS se comporta de manera similar a los métodos de segundo orden
mostrando pocas iteraciones y tiempos de CPU pequenos.

El tercer ejemplo de referencia muestra un comportamiento muy diferente de los
métodos L-scheme y L2-scheme. En el primer caso con ¥y = —61.5, el L-esquema re-
quirio tres veces maés iteraciones que el L2-scheme. También notamos que los métodos
GLS y DGLS se comportan de manera similar al L2-scheme, mientras el MGLS hace
una quinta parte de las iteraciones de estos esquemas lo que mejora significativamente
el tiempo de CPU, aunque cada iteracion es mas costosa que una iteracién del es-
quema GLS. Atin cuando el método MNS tiene una iteracién menos que el método de
Newton, este requiere mas tiempo de computo. En el segundo caso cuando Wy = —40,
el L2-scheme tiene aproximadamente cuatro veces mas iteraciones que el esquema L-
scheme. El método DGLS muestra una gran mejora con respecto al esquema GLS,
mostrando un rendimiento parecido al método de Newton. Ademas se pudo observar
que el MNS obtiene menos iteraciones que el método de Newton, sin embargo re-
gistra un tiempo de CPU ligeramente mayor. En el caso de los esquemas MGLS y
MDGLS, estos tienen un rendimiento similar aunque no mejor que el método MNS.
Concluimos que entre todos los métodos de orden lineal el MGLS es el que tiene el
mejor rendimiento, sin embargo el esquema MNS es el mejor de todos los métodos
propuestos superando incluso al método de Newton. El esquema MNS tiene el mismo
orden de convergencia que el esquema de Newton, pero es un método mas robusto
por lo que se convierte en una valiosa alternativa al esquema de Newton.

Finalmente, concluimos que el método MGLS funciona mejor que los esquemas L-
scheme y L2-scheme, para todos los casos, de hecho este es el mejor esquema robusto
con orden lineal de todos los métodos que hemos estudiado durante este capitulo.
La tasa de convergencia de los nuevos métodos es pequena y el rendimiento es muy
bueno mas ain en algunos casos puede ser tan bueno como el método de Newton. De
todos los métodos que usan la derivada de 6, el MNS es el mejor esquema.

Estamos interesados en obtener esquemas globalmente convergentes y de segundo
orden o con convergencia superlineal, pero siempre conservando la propiedad de con-
vergencia global. Estamos trabajando en esta direccion y el préximo capitulo trata
sobre esta temaética.



Capitulo 4

NUEVOS ESQUEMAS DE
ORDEN SUPERLINEAL

El objetivo de este capitulo es presentar tres nuevos esquemas de linealizacion efi-
cientes y robustos con orden de convergencia superlineal para (2.5). Demostramos
rigurosamente su convergencia y presentamos experimentos numéricos que confirman
los hallazgos tedricos. Usamos la Ecuaciéon de Richards en su forma mixta (1.8)
y restringimos las formulaciones y el analisis a condiciones de frontera de Dirichlet
homogéneas solo por simplicidad, sin embargo la extensién a condiciones de fron-
tera mas generales es sencilla, de hecho los ejemplos numéricos presentados en este
capitulo consideren otras condiciones de borde. La discretizacién del tiempo se basa
en el método de Euler semi-implicito y el espacio se discretiza mediante el método
elementos finitos de Galerkin.

Proponemos tres nuevos esquemas de linealizacién para el problema totalmente
discreto (2.6): L-Newton, Type-Secant y L-Secant. El primer método es una com-
binacién eficiente de los métodos de Newton y L-scheme, esto da como resultado
un esquema con orden de convergencia superlineal y globalmante convergente. El se-
gundo esquema esta inspirado en el método de la secante y tiene un orden superlineal,
no usa las derivadas de las funciones involucradas y atin cuando solo es localmente
convergente es mas robusto que el esquema de Newton. El tltimo método combina el
segundo método con el L-scheme, consiguiendo un método con convergencia global,
orden superlineal, y que no usa las derivadas de las funciones involucradas.

En el transcurso del capitulo demostramos formalmente la convergencia de las
iteraciones de cada uno de los nuevos esquemas propuestos en la norma H'(2). Los
métodos de linealizacién se prueban en ejemplos numéricos ilustrativos en dos y tres
dimensiones espaciales, donde se muestra la eficiencia y robustez de los esquemas
propuestos.

El capitulo esta organizado de la siguiente manera. En los tres siguientes aparta-
dos se proponen y discuten los tres nuevos esquemas iterativos, asi como también
probamos rigurosamente su convergencia y hacemos varias observaciones. La pentltima
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seccién se refiere a los experimentos numeéricos, aqui comparamos los esquemas pro-
puestos con el L-scheme y el método Newton. El capitulo concluye con algunos co-
mentarios finales. Asumimos (M1)-(M6) de las hipétesis 2.1.2 en el problema (2.6).
Estas hipdtesis fueron utilizadas en el apartado 2.1.2 para estudiar el método de
Newton y su convergencia.

4.1 Esquema L-Newton

En todo lo que sigue y con la finalidad de simplificar la notaciéon, omitiremos el
superindice h de las ecuaciones. Presentamos un esquema numérico de linealizacion
para el problema completamente discreto (2.6) al que llamaremos L-Newton. El
esquema propuesto converge independientemente de solucién inicial escogida para
comenzar las iteraciones del esquema, tiene un orden de convergencia de 1+~ y no
es necesario tomar ninguna restriccién sobre el paso de tiempo. Para k € {0,1,..., N}
fijo:

(Dados ¥y, U7, € Vj, hallar U771 € V,
(1= Nep) L (W] = Wi, o) + M (0 (W) (R = W), )

+ hy (K (V) V(U + 2), Vo)
= <0k — 01+ heSia,s v> para todo v € V,

(4.1)

\

donde L es una constante y A}, ; € [0, 1] es una sucesién en R que converge a 1. Si
Aiy1 = 1 para todo n = 0,1, ..., entonces el esquema es el método de Newton, ver
seccion 2.1.2. Por el contrario, si A}, ; = 0 para todo n = 0,1, ..., entonces el es-
quema corresponde al L-scheme, ver en la seccién 2.3.2. A continuaciéon analizaremos
rigurosamente la convergencia de esquema (4.1). Los siguientes supuestos sobre los
parametros son necesarios para probar la convergencia:

Hipdtesis 4.1.1. Escogemos el pardmetro X\, de la siguiente manera

(M14) Para todo k fijo, la sucesion {)\Z+1}neN estd dada por: N}, = 0 y para n =
1,2, ...
17 Zf AZ+1 > 17

n —
k1l =
n y n
:uk+17 Zf Ak;+1 S 17
donde pu;,, es una sucesion tal que:

(1+)hK,h'T
C2CV OV, = Vg |7

i1 < Ay =

C, es la constante de la desigualdad de Poincaré, h es el tamano de la malla
espacial y C es la constante positiva introducida en el Lema (2.1.2).
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El principal resultado sobre la convergencia del método L-Newton es el siguiente
teorema:

Teorema 4.1.1. Sea k € {1,...., N} fijo. Suponga que se satisfacen las hipdtesis
(M1), (M2) y (M3). Elegimos L > $Lg y \j, como en la hipdtesis (M14). Entonces
la sucesion de la soluciones del problema (4.1) {¥7 }ns0 converge a Wiy solucion
del problema (2.6) en la norma de H' ().

Demostracién. Restando (2.6) de (4.1), tomando v = e}f} := VT — U,y € Vi y

haciendo algunas operaciones algebraicas se consigue:

(1— /\Z+1)L <€Zi% - eZH, GZID + >‘Z+1 <0/(\I]Z+1>(62¢11 - 624—1)1 62-—:-_11>
+ he (K(W)Veily, Vet
= (1-X) <9k — Ok, 62111
+ M (O — O en ) -
Usando ahora la hipétesis (M3) se obtiene
(L= AL+ Ny (092, )efth et ) + b | Vept 2
< (1 - )‘Z+1) <9k+1 - 924—1 - L(\pk—&-l - \I/Z-s-l)v 621_11
M (B = O = 0 () (W — W), ).

Sea I, = {z=a¥} ; + (1 — @)V, a €[0,1]} C R, obtenemos

(L= N )Ll + hdG Vet 1P < (1= X) < / 10 (t) — L|dt, |e} >
Ty
+ )‘Z+1< / 0
In

(t) = ' (Vi) el > :
k+1

/

Usando (M1)y (M2) en los términos de la derecha tenemos

(1= X)Ll 1” + hedG [ Vep i IIP <0 (1= X)L (lea | ekl

+ )\k+1m <’€k+1’7+17 ’%ED . (4.2)

Usando las desigualdades de Poincaré, Cauchy-Schwarz, Young y la estimacion inversa
dada en el Lema 2.1.2 se obtiene

htKT n n n
o | e+ < =X )Llea

p

(1= AL+

c2c3C

n 2 n 242
b ) el
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Después de algunas simplificaciones, la desigualdad anterior se convierte en

ezl < Biallerall, (4.3)

donde

g = C2 [(AN)*C2CCller 1P + (1 = X)) (1 + )2 Lh"hy K, |
s (1 +7)2hh K, [(1 — A\p,, )C2L + hy K, ‘

Usando la hipdtesis (M14) es facil demostrar que 37,; < 1, lo que demuestra la
convergencia en el espacio L?(2). De la ecuacién (4.2) y (4.3) se deduce que:

||v€n+1|l < )‘Z—HC@ Ve Hen ||1+%
k411l = ~d k+1 )
(1 + 7>h 2 htKr

lo que finalmente demuestra la convergencia en el espacio H'(f2). ]

Observacién 4.1.1. Puesto que ||e} || converge a cero, es evidente que después de
un ndmero finito de iteraciones r, A\, = 1 para todo n > r y de la desigualdad
(4.2) deducimos que el esquema L-Newton tiene un orden de convergencia v+ 1. La
convergencia puede volverse incluso cuadratica cuando 0" es Lipschitz continua. Si el
método de Newton converge, tiene exactamente el mismo orden de convergencia que
el esquema L-Newton. Observe que en las primeras iteraciones puede considerarse
como un esquema cuasi-Newton, donde la funcion 0'(z) se aproxima por la funcion
L (2) = (1= AL+ AP 10'(2) en la enésima iteracion, esta aprozimacion se
muestra en la Figura 4.3.

Observacién 4.1.2. En la expresion A}, |lej, | se puede estimar usando la de-
sigualdad (4.3) y en la primera iteracion, ||ef.,|| se puede calcular usando la esti-
macion demostrada en la Proposicion 3.5 de [31]. Esta estimacion ya fue usada para
analizar algunos esquemas de linealizacion para la ecuacion de Richard en [41].

Observacién 4.1.3. La convergencia del esquema L-Newton es global, porque es
independiente de la eleccion de la solucion inicial con la que comencemos las itera-
ciones del método y de los pardmetros de discretizacion. Sin embargo serd beneficioso
si se inician las iteraciones con la solucion obtenida en el tiempo anterior. Por el
contrario, el esquema de Newton aplicado a la Ecuacion de Richards no es global-
mente convergente, mas aun, la convergencia del método de Newton depende de la
eleccion de los parametros de discretizacion, lo que ya ha sido reportado por algunos
autores [4, 41, 43]. Siquiendo estos articulos, en la seccion 2.1.2 se demostrd el teo-
rema de convergencia del método de Newton para la formulacion (2.6). Segin la
estimacion (2.8) de la seccion 2.1.2, si fijamos el pardametro h, solo la eleccion de hy
suficientemente grande garantizard la convergencia. Alternativamente, si se fija hy,
el tamano de la malla no puede ser demasiado pequeno. En caso de una divergencia
en el esquema de Newton, refinar la malla no ayudard.



CAPITULO 4. NUEVOS ESQUEMAS DE ORDEN SUPERLINEAL 68

Observacion 4.1.4. Si en lugar de la hipdtesis (M3) tomamos simplemente K(z) > 0
para todo z € R y puesto que 0" se anula para algunos valores, entonces el problema
cambia su tipo de parabolico a eliptico. Para superar esto, empleamos un paso de requ-
larizacion en (2.5). Dado € > 0 un pequenio pardmetro de perturbacion, reemplazamos
la funcién no lineal 0 en (2.5) por:

0.(2) =0(z) + ez.

Se satisface que 0. > €. Para obtener mds detalles, consulte [32,65]. De esta manera,
las suposiciones sobre 0 en (M1) y (M2) se aplican también a 0.. En este caso es
posible obtener estimaciones de Ay, similares a las encontradas en este trabajo pero
dependiendo del pardametro e.

Observacién 4.1.5. El L-scheme fue formulado originalmente para L constante
[4, 15, 31, 43]. Consideramos que se pueden obtener mejores resultados numéricos
cambiando la constante L en cada paso de tiempo, por lo que nosotros sugerimos que
el parametro L puede calcularse en cada paso de tiempo como:

1 /

Es importante notar que si se usa Ly en lugar de L, todas afirmaciones hechas en el
Teorema 4.1.1 siguen siendo validas.

1
—L
9 0

Ly 1 = max

4.2 Esquema Type-Secant

Ahora formulamos un nuevo esquema inspirado en el método de la secante al que
llamaremos Type-Secant. Este método es sélo localmente convergente, tiene un
orden de convergencia superlineal y no requiere el calculo de derivadas de las fun-
ciones involucradas. Segun los experimentos numéricos presentados en esta tesis, este
método ha demostrado ser méas robusto que el método de Newton ( ver ejemplo 2).
El esquema es el siguiente: para k € {0, 1, ..., N} fijo,

dados Uy, U1, UL, € Vi, hallar Ut €V, tal que :

<GZ+1( Z+1) (\DZH - Z+1) ,v> +2ht51?+1 <K(\I’k)v(‘l’ﬁ% + 2), VU>

:25]Z+1 <9k- — 92_,_1 + htSk+1, U>
para todo v € V},

(4.4)

n 1A 3 n —_ n n
donde G}, es una funcién real deﬁlmda por G}, (x) = 0(x+ 0, ,) —0(x —05k+1) para
n _ n n— . . .
todo x € Ry 6;,, = ||V, — Vi ]. Comenzamos las iteraciones con ¥} , = ¥y y
v 41 Vviene dada por la solucién obtenida usando una iteracion del L-scheme, por lo
tanto ||e? < |let]|. A continuacién analizaremos rigurosamente la convergencia
k41 k41
del esquema propuesto.
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Teorema 4.2.1. Sea k € {1,..., N} fijo. Si se satisfacen las hipétesis (M1), (M2),
(M3) y U, satisface la relacion

1]~
e~ 92l < 2] (45

con

2C3Co /O @) ¥ 4201+ 1)

C:

?

hK R (y +1)
entonces el esquema (/4.4) converge en la norma de HY(Q2) con un orden de conver-
gencia de al menos % (1 + 1+ 47).

Demostracidn. Restando (2.6) de (4.4), tomando v = et} = Uit — Uyyy €V,
utilizando la hipétesis (M3), aplicando el teorema del valor medio en G}, y haciendo
algunas operaciones algebraicas obtenemos

Wt
(s <az+1>e21%,e;:ﬁ>+mmuwz¢iu?s< / e<t>—e<az+1>dt,em>,

n
\Ijk+1

donde aj_; € (\IIZ 1= 0 Wi +op +1). Utilizando las desigualdades de Poincaré,
Cauchy-Schwarz y Young, tenemos:
2

da(z)dz

dz

h‘tKT n n 202 / / n

eI + ANV < g | [ [0 0(:) 0 o)
0

donde a(z) = Vi, + 2(Viy1 — ¥}, ). Usando ahora la desigualdad de Cauchy-

Schwarz, la estimacién inversa dadas en el Lema 2.1.2 y la hip6tesis (M2) obtenemos

1 2
" N 4CIC2C () . .
et + 202 Iveptt P < =0 b2 — | [lae) = apalldz] efal
to r
0

Simplificando, la desigualdad anterior se convierte en

lex P20 Vet P
1 2
_AGGICH() | m( )75+ +
ST I2ZK2R v+l

1 _
lex ol + llega 1] Hlersall®,

de donde se consigue la siguiente desigualdad

1
202Cy\/Cp(Q) | u(Q)"27 +y+1
he K, he y+1

lepall < el + lleg il | Hlexsall
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Tomemos en cuenta que de (4.5) se deduce la desigualdad Clled, " = A < 1y
puesto que en la primera iteracién se usa el L-scheme, se tiene que |ej_ | < [leh ]
Con estas consideraciones y usando el principio de induccién matematica se sigue
inmediatamente que para todon = 1,2, ...

leiiall < Mlekall, (4.7)

leifall < Cllezi il el

De la desigualdad (4.7) se sigue la convergencia por lo menos lineal del esquema (4.4)
en L?(Q) y usando la desigualdad (4.6) la convergencia del esquema en H'(Q) estd
demostrada. Ahora supéngase que existe una constante r € (1,2) y K > 0 tal que

leiill < Kllegall", (4.9)

de la desigualdad anterior se sigue que ||ef7 || < Kt eyt |”*. Ademés usando (4.8)

y (4.9) se obtiene |[efT}|| < CK|ef=1|"* y de las dos desigualdades anteriores es

facil deducir que r = %(1 +V1¥4)) y K = (/5 Esto demuestra que el orden de

convergencia del esquema es por lo menos 7. O

Observacién 4.2.1. Es facil verificar que el método de Newton tiene un orden mds
alto que el esquema Type-Secant, puesto que (14 /T +47y) < 1+~ para todo v > 0.
Sin embargo, los experimentos numéricos realizados muestran que el esquema Type-
Secant es tan bueno como el método de Newton.

Observaciéon 4.2.2. Como se menciono anteriormente, el método Type-Secant tiene
orden de convergencia superlineal, sin embargo solo convergente localmente. La de-
sigualdad (4.5) nos muestra que la convergencia del esquema depende del tamano de
la malla espacial h, tal como sucede con el método de Newton, sin embargo el esquema
parece ser mas robusto que el método de Newton, como se muestra en el ejemplo 2
de este capitulo. Esto podria deberse a que la primera iteracion del método es con el
L-scheme, sin embargo el método Type-Secant también puede fallar.

4.3 Esquema L-Secant

El método Type-Secant tiene orden de convergencia superlineal, sin embargo, no
es globalmente convergente por lo que el método podria fallar. Para aumentar la
robustez del método Type-Secant, podemos usar algunas estrategias, por ejemplo,
podemos utilizar un método mixto que consiste en realizar primero algunas itera-
ciones del método L-scheme y luego cambiar al Type-Secant [4]. Adn cuando este
procedimiento deberia proporcionar un esquema maés robusto, es importante destacar
que la convergencia de ninguno de estos métodos estd garantizada. Es por esto que
no profundizaremos en dicha metodologia y alternativamente proponemos el mismo
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procedimiento utilizado en la seccion 4.1. Esto produce un esquema globalmente
convergente con orden de convergencia superlineal.

En lo que sigue proponemos un nuevo método que lo llamamos L-Secant, este
resulta de una combinacién eficiente entre el L-scheme y el método Type-Secant,
siguiendo la misma estrategia de la seccion 4.1. Ademés demostramos la convergencia
global del esquema. El esquema L-Secant es el siguiente: para k € {0, 1, ..., N} fijo,

dados qj’ﬁ Z-}-l S Vh7 hallar @Zii € Vh tal que :
2(1 — N )0 LU — W 0) A (G (U ) (U — W), 0)
+205 1 Iy <K(\I/k)V(\I/Zﬂ + 2), Vv> (4.10)
=204 <9k — Ok 1 + heSpya, U>
para todo v € Vj,.

\

Como en el apartado anterior A\?; € [0,1] es una sucesién en R que converge a 1.
Tenga en cuenta que si A} ; = 1 para todo n = 0,1,..., entonces el esquema se
convierte en el Type-Secant y si por el contrario A} ; = 0 para todo n = 0,1,...,
entonces es el método L-scheme.

Hipétesis 4.3.1. La siguiente hipotesis es necesaria para probar la convergencia:

(M15) Para todo k fijo, la sucesion {/\Z'H}nGN estd definida como: N}, = 0 y para
n=12, ..
1, st Bp > 1,

n _
k+1 =
n o n
Ck+1> S Bk+1 <1,

donde (j! | es una sucesion tal que:
Ity n o n n—
CRCoVCuQ) ™ [llegiall” + (L +1)u(Q)2 03, — Ti ]

G < Bpy =

Teorema 4.3.1. Sea k € {1,..., N} fijo. Supongamos que se satisfacen las hipdtesis
(M1), (M2), (M3) y (M15), entonces la sucesion de soluciones de (4.10) {¥},; }nso
converge a Wy, solucion de (2.6) en el espacio H*(S2).

Demostracion. La demostracion combina las ideas utilizadas en la seccion anterior con
la técnica utilizada para la demostracion del Teorema 4.1.1, por lo que no creemos
necesario incluir la demostracion. O]

Observacién 4.3.1. Ya que ||e}, || converge a cero, se tiene que luego de un mimero
finito de iteraciones r, necesariamente A, = 1 para todo n > r Por lo tanto, deduci-
mos que el esquema L-Secant tiene el mismo orden de convergencia que el esquema
de Type-Secant. Por lo tanto, el L-Secant es un método globalmente convergente, con
orden de convergencia superlineal y ademas no es necesario calcular las derivadas de
las funciones involucradas.
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4.4 Experimentos Numéricos

Mostraremos la eficiencia y robustez de los nuevos esquemas propuestos a través de
tres ejemplo numéricos de referencia dados en la literatura y un ejemplo propuesto
por nosotros. Presentamos resultados numéricos en dos y tres dimensiones. Para
la discretizacion del tiempo, utilizamos el método de Euler semi-implicito. Para
el espacio, elegimos elementos finitos lineales de Galerkin en mallas triangulares.
Resumimos los resultados en varias tablas donde comparamos los resultados del L-
scheme y el método de Newton con los nuevos esquemas de linealizacion. Todos los
calculos se realizaron en un portatil HP con un procesador Intel Core i5-7400 y 8 GB
de RAM, y el software Freefem ++ v4.6.

4.4.1 Ejemplo 1

Este ejemplo fue usado en [15] para comparar el L-scheme con la solucién exacta.
Extendemos el ejemplo a tres dimensiones con una nueva solucién analitica. Con-
sideremos la siguiente ecuacién diferencial parcial no lineal eliptica en H'(Q2), Q =
(0,1)3 C R3:

O(¢) — AV =f en Q,

U =w sobre Of. (4.11)

La funcién no lineal § € C*(Q) estd definida por:

arctan(V), si ¥ <1,
O(V) =

T
— i U>1.
4’ S1 =
El lado derecho f se elige de tal manera que la solucion exacta de la ecuaciéon dife-
rencial (4.11) sea

U(r,y,2) =w(r,y,2) =2° +y*> — 22 + 2 + y + sin(rx) sin(7y) sin(r2).

El valor del pardmetro L es el sugerido en [15], L = 1 y comenzamos las iteraciones
con la solucién inicial Uy(z,y, z) = 200. Estudiamos dos tamanos de malla h = 0.2165
y h = 0.0866. Comparamos las soluciones numéricas de los esquemas estudiados con
la solucién exacta. Para este efecto calculamos el error y el gradiente del error en la
norma L?(Q) en cada iteracién. Los resultados se muestran en la Tabla 4.1 y 4.2, con
diez digitos de precisién. En todos los esquemas notamos que los errores disminuyen
rapidamente con cada iteracion del método, para luego alcanzar un valor constante,
esto se debe a que al inicio del proceso iterativo, el error de linealizacién es dominante.
Pero luego el error de discretizacion es el dominante y la parte constante en las tablas
presentadas significa que el error de discretizacion se ha alcanzado, es decir, el error de
la linealizacién esta por abajo de los 10 digitos decimales considerados. Es importante
resaltar que este fenémeno ya fue observado en [15].
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Usamos los esquemas de linealizacién (4.1), (4.4) y (4.10) con L = K, = hy = 1.
Puesto que disponemos de la solucién exacta, calculamos en todos los casos ||¥,, — V||
v [|[VW¥,,— V| con 10 cifras decimales para las 10 primeras iteraciones. Los resultados
de las simulaciones pueden encontrarse en la Tabla 4.1 y 4.2, donde lo primero que no-
tamos es que todos los errores en la primera iteracion de los tres esquemas propuestos
son exactamente iguales al error del L-scheme. Esto no deberia sorprendernos, pues
la primera iteracién de todos los esquemas propuestos es una iteraciéon del L-scheme,
sin embargo los errores en las restantes iteraciones son significativamente diferentes.

Los mejores resultados se obtienen con el esquema de Newton para las dos mallas
investigadas, de hecho se alcanza el error de discretizacion en la cuarta iteracion para
la malla més gruesa y en la tercera iteracion para los demaés casos. Los resultados més
pobres se obtienen con el L-scheme, donde el error de discretizacién para ||V, — ¥||
con la malla mas gruesa se alcaza en la iteracion 9, mientras que con la malla mas
fina se consigue en la iteracién 10, lo mismo sucede con ||V, — V|| en la malla més
gruesa, donde también se alcanza el error de discretizacion en la décima iteracion. Sin
embargo notamos que con la malla fina 10 iteraciones no son suficientes para alcanzar
el error de discretizacion.

Los esquemas L-Newton y L-Secant son métodos de linealizacién robustos, puesto
que su convergencia es independientemente de la solucién inicial con que se comiencen
las iteraciones, lo que significa gran diferencia con el método de Newton. Ademas estos
métodos han demostrando un rendimiento muy superior al L-scheme. El L-Newton
alcanza el error de discretizacion en la quinta iteracion para las dos mallas y los dos
errores investigados. El método Type-Secant es un esquema con orden de convergencia
superlineal y que parece ser més robusto que el método de Newton, como podemos
ver en el Ejemplo 2. Este esquema alcanza el error de discretizacion en iteracion 5
para el caso de la malla méas gruesa y en la iteraciéon 4 para la malla mas fina en
los dos errores investigados. El esquema L-Secant alcanza el error de discretizacion
en la sexta iteracion en todos los casos, es decir, una iteraciéon mas que el esquema
L-Newton.

4.4.2 Ejemplo 2

Este ejemplo fue propuesto en [4], es un problema en dos dimensiones espaciales y
fue usado para estudiar comparativamente algunos esquemas de linealizacion. En
esta tesis usamos este ejemplo para comparar los nuevos esquemas de linealizaciéon
propuestos, fijamos una condicién de parada y calculamos el niimero de iteraciones y
el tiempo de computo [2,4,14,15].

El ejemplo considera un dominio €2 en dos dimensiones espaciales (x,z) donde
la coordenada z es hacia arriba. () esta dividido en dos partes: la zona no saturada
2, =(0,1)x(—3/4,0) y la zona saturada 2, = (0, 1) x (—1, —3/4). Las condiciones de
contorno son mixtas, una condicién de Dirichlet en I'p = (0, 1) x {0} y una condicién
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Tabla 4.1: ||¥,, — U|| para el Ejemplo 1.

74

Iteraciones ‘

Newton

L-scheme

L-Newton

Type-Secant

L-Secant

h = 0.2165

= O 00 O ULk Wi+~

0.0007246223
0.0006949659
0.0006949658
0.0006949658
0.0006949658
0.0006949658
0.0006949658
0.0006949658
0.0006949658
0.0006949658

4.7970496370
0.1542574307
0.0047842680
0.0006430956
0.0006927213
0.0006948921
0.0006949634
0.0006949658
0.0006949658
0.0006949658

4.7970496370
0.1271016783
0.0006954915
0.0006949658
0.0006949658
0.0006949658
0.0006949658
0.0006949658
0.0006949658
0.0006949658

4.7970496370
0.0007207487
0.0006949659
0.0006949658
0.0006949658
0.0006949658
0.0006949658
0.0006949658
0.0006949658
0.0006949658

4.7970496370
0.1539303974
0.0043307553
0.0006949669
0.0006949658
0.0006949658
0.0006949658
0.0006949658
0.0006949658
0.0006949658

h = 0.0866

= O 00 O UL Wi+~

0.0001438592
0.0000418939
0.0000418939
0.0000418939
0.0000418939
0.0000418939
0.0000418939
0.0000418939
0.0000418939
0.0000418939

4.7994184910
0.1546757905
0.0050353938
0.0001620467
0.0000412300
0.0000418615
0.0000418928
0.0000418938
0.0000418939
0.0000418939

4.7994184910
0.1438479489
0.0000422515
0.0000418939
0.0000418939
0.0000418939
0.0000418939
0.0000418939
0.0000418939
0.0000418939

4.7994184910
0.0001306337
0.0000418939
0.0000418939
0.0000418939
0.0000418939
0.0000418939
0.0000418939
0.0000418939
0.0000418939

4.7994184910
0.1545448671
0.0048521581
0.0000418941
0.0000418939
0.0000418939
0.0000418939
0.0000418939
0.0000418939
0.0000418939




CAPITULO 4. NUEVOS ESQUEMAS DE ORDEN SUPERLINEAL

Tabla 4.2: |[V¥,, — V|| para el Ejemplo 1.

75

Tteraciones Newton L-scheme L-Newton Type-Secant L-Secant
h = 0.2165
1 0.0087052492  27.3203555000 27.3203555000 27.3203555000 27.3203555000
2 0.0083799558  0.8425736642  0.6943374057  0.0086248652  0.8407891072
3 0.0083799558  0.0276544158  0.0083814541  0.0083799559  0.0252879608
4 0.0083799558  0.0083163229  0.0083799558  0.0083799558  0.0083799578
5 0.0083799558  0.0083763833  0.0083799558  0.0083799558  0.0083799558
6 0.0083799558  0.0083798377  0.0083799558  0.0083799558  0.0083799558
7 0.0083799558  0.0083799519  0.0083799558  0.0083799558  0.0083799558
8 0.0083799558  0.0083799557  0.0083799558  0.0083799558  0.0083799558
9 0.0083799558  0.0083799558  0.0083799558  0.0083799558  0.0083799558
10 0.0083799558  0.0083799558  0.0083799558  0.0083799558  0.0083799558
h = 0.0866

1 0.0021973652 27.3399209000 27.3399209000 27.3399209000 27.3399209000
2 0.0005982302  0.8440751867  0.7849791253  0.0018729512  0.8433609081
3 0.0005982302  0.0274258843  0.0005997972  0.0005982302  0.0264288109
4 0.0005982302  0.0010534041  0.0005982302  0.0005982302  0.0005982307
5 0.0005982302  0.0005975775  0.0005982302  0.0005982302  0.0005982302
6 0.0005982302  0.0005981863  0.0005982302  0.0005982302  0.0005982302
7 0.0005982302  0.0005982287  0.0005982302  0.0005982302  0.0005982302
8 0.0005982302  0.0005982301  0.0005982302  0.0005982302  0.0005982302
9 0.0005982302  0.0005982301  0.0005982302  0.0005982302  0.0005982302
10 0.0005982302  0.0005982302  0.0005982302  0.0005982302  0.0005982302
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de Neumann sin flujo en el complemento I'y = 902 — T'p
=-3 sobre I'p y [-K@)V(+2)]-7=0 sobre I'y.

La condicién inicial es discontinua en la transicion de zona saturada a zona la vadosa
y estd dada por:

b(z,2,0) = Yo(z,2) = { -3, | si@2)eq,

z—2 8l (z,2) € Q.
Seleccionamos un término fuente que toma valores positivos y negativos dado por:

[ —0.006 cos(37z) sin(27x), si (z,2) € Q,
flw, 2 t) = { 0, si (z,2) € Q.

Las funciones hidraulicas estan dadas mediante el modelo de Van-Genuchten, con
los parametros siguientes: o = 0.95, n = 2.9, 6, = 042, 6, = 0.026, y K, = 0.12.
Note que la eleccién de n > 2 implica la Lipschitz continuidad de # y K. Ana-
lizamos las soluciones numeéricas después del primer paso de tiempo como es sugerido
en [4]. Tomamos tres pasos de tiempo h; € {0.25,1,10} con varios tamafios de malla
h. Es facil determinar que Lg = 0.25, usamos este valor en los métodos L-scheme
y L2-scheme segun lo establecido en la seccién 3.3.2. Para detener las iteraciones,
adoptamos el criterio [[pf] — ¥ 4|l r2@) < 1071 siguiendo [2,15]. Comenzamos las
iteraciones con la solucién obtenida en el paso tiempo anterior W), = W,

Los resultados se pueden ver en la Tabla 4.3. Lo primero que notamos es la
falla del esquema de Newton, pues este no converge para las mallas mas densas en
absolutamente todos los pasos de tiempo investigados. Este resultado concuerda
con la estimacién dada en el Teorema 2.1.2, donde se afirman que la convergencia
del método de Newton depende del tamano de malla h. Todos los deméas esquemas
convergen para los tres pasos de tiempo y todos los tamanos de malla investigados.
Observe que aun cuando el método Type-Secant es solo localmente convergente, parece
ser mas robusto que el método de Newton, ya que converge para todos los pasos de
tiempo y todas las mallas investigadas, aun en los casos donde el método de Newton
falla. Esto podria deberse a que la primera iteracién de este método corresponde al
L-scheme. Aun asi, recuerde que el Teorema 4.3.1 afirma que la convergencia del
esquema también depende del tamano de malla h por lo que si tomamos tamanos de
malla mas pequenos, el método podria fallar.

El nimero de iteraciones de cada uno de los métodos se puede observar en la
Tabla 4.3 y en la Figura 4.1 Gnicamente para h; = 1. El esquema de Newton cuando
no falla y el método Type-Secant presentan niimeros de iteracion muy bajos, siendo
el método Type-Secant un poco mejor, puesto que el esquema de Newton hace entre
6 y 10 iteraciones mientras el Type-Secant aproximadamente 6. El método L-Secant
tiene un numero de iteraciones que oscila entre 15 y 26, siendo ligeramente mayores
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Tabla 4.3: Numero de iteraciones y tiempo de CPU para el Ejemplo 2.
Numero de iteraciones Tiempo de CPU
h ‘ 0.30 0.16 0.08 0.04 0.03 0.02 ‘ 0.30 0.16 0.08 0.04 0.03 0.02
Newton 6 7 7 10 falla falla 0.11 0.55 2.1 11.77 falla falla
L-scheme 145 133 124 123 123 123 1.84 2.12 26.9 106.43 167.19 417.49
L2-scheme 72 66 61 60 60 61 0.94 2.57 13.07 51.36 81.23 209.09
L-Newton 15 17 15 17 18 19 028 1.3 446 20.03 34.16 89.95
Type-Secant | 6 6 6 6 6 7 0.10 043 1.70 6.71 10.51  31.93
L-Secant 20 21 20 21 22 23 0.35 1.60 6.05 25.33 41.35 110.03
ht - 1
Newton 6 7 8 falla falla falla 0.13 0.55 2.51 falla falla falla
L-scheme 134 129 130 130 130 130 1.75 6.98 27.62 111.08 175.88 453.65
L2-scheme 66 65 64 64 64 64 0.86 3.52 13.66 53.77 86.8 218.44
L-Newton 10 14 14 15 16 17 0.19 1.06 4.18 17.59 30 81.78
Type-Secant | 6 6 6 6 6 6 0.11 045 1.71 6.73 10.60 26.90
L-Secant 15 19 19 20 21 22 0.28 1.46 5.65 23.65 39.33 105.80
ht = ].0
Newton 6 7  falla falla falla falla 0.12 0.53 falla falla falla falla
L-scheme 96 113 117 117 118 118 | 1128.00 6.12 25.11 102.79 165.01 427.68
L2-scheme 51 61 60 60 60 61 0.67 3.30 12.65 50.44 82.00 212.10
L-Newton 8 9 10 11 12 13 0.15 0.73 3.01 13.01 22.26 62.87
Type-Secant | 6 6 6 6 6 6 0.10 045 1.70 6.66 10.52  26.92
L-Secant 11 12 14 15 16 17 0.20 0.93 4.35 17.76 30.07 82.66
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Figura 4.1: Numero de iteraciones para el Ejemplo 2 con un paso de tiempo h; = 1.
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Figura 4.2: Tiempo de CPU para el Ejemplo 2 con un paso de tiempo h; = 1.

que los registrados por el L-Newton que estan entre 13 y 23, sin embargo tenga en
cuenta que si el método de Newton converge lo hace méas rapido. Notemos ademas
que el numero de iteraciones del L-Newton aumenta ligeramente en las mallas mas
densas. Los métodos L-scheme y L2-scheme producen los peores resultados en lo que
respecta al nimero de iteraciones, siendo el L-scheme el peor de todos, en algunos
casos hace hasta 8 veces mas iteraciones que L-Newton y 20 mas que el Type-Secant.

El tiempo de CPU se muestra en la Tabla 4.3 y la Figura 4.2 para h; = 1, donde u-
samos 1/h en lugar de h en el eje horizontal con la finalidad de visualizar los resultados
de mejor manera. Observamos que el tiempo de CPU mas bajo lo registra el método
de Newton cuando el esquema no falla, a pesar de que el esquema Type-Secant hace
menos iteraciones. Esto se debe a que cada iteracion del método Type-Secant es més
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Figura 4.3: Evolucion de L} para pasos de tiempo h; = 1 con un tamano de malla
h = 0.02 Ejemplo 2.

costosa, puesto que hace mas evaluaciones de la funcion 6, sin embargo, la diferencia
en el tiempo de CPU entre ellos no es significativa. El esquema L-Newton obtiene un
tiempo de cédlculo menor que el L-Secant para todos los casos. El método L-Newton
obtiene el menor tiempo de CPU entre todos los métodos que tienen convergencia
global, mientras el esquema L-Secant posee el tiempo de CPU mas pequeno entre
todos los que tiene convergencia global y no utiliza la derivada de la funcién 6. El
L2-scheme registra menos tiempo de CPU que el L-scheme, pero utiliza casi el doble
de tiempo que el método L-Newton. En cualquiera de los casos, esto se debe a que la
convergencia de los métodos L-scheme y L2-scheme es lenta y aun cuando segun [4]
las iteraciones no son muy caras, estos métodos no exhiben un buen rendimiento ya
que tienen solo orden lineal y con tasa de convergencia muchas veces grandes.

Los buenos resultados que presenta el esquema L-Newton se deben a la apro-
ximacién de la funcién 6" por L}, , en cada una de las iteraciones (ver Observacion
4.1.1). Esta aproximacién se da a través de la sucesién A} ;, que es una sucesién
real mondtona creciente, cuyo primer valor es cero y luego de un nimero finito de
iteraciones toma el valor de 1 como se puede ver en la Figura 4.4. A manera de ejem-
plo, seleccionemos el paso de tiempo h; = 1 y un tamano de malla h = 0.02, en este
caso el método de Newton falla, segiin se puede apreciar en la Tabla 4.3, sin embargo
el método L-Newton es convergente. Los valores que toma A} en cada i-teracién se
encuentran en la Figura 4.4 y como se puede observar forman una sucesién creciente
que comienza en 0 y termina en 1, de hecho en las primeras 10 iteraciones, el valor de
AT es aproximadamente cero, por lo tanto el método es practicamente el L-scheme,
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Figura 4.4: Evolucién de A} con h; =1y h = 0.02, para el Ejemplo 2.

entre la iteracion 9 y la 15. A toma valores significativamente mayores que 0, pero
sin alcanzar el valor de uno, por lo que el L-Newton es un esquema cuasi-Newton,
donde ¢’ se aproxima por la funcién L}. Esta aproximacion se puede ver en la Figura
4.3, donde podemos notar que la funcién L} en color azul se acerca a 6’ en color rojo
cuando A} se acerca a uno. A partir de la iteracion 16, el esquema corresponde al
método de Newton, puesto que A? = 1 para todo n > 16. En consecuencia tenemos
un algoritmo robusto y eficiente y con un orden de convergencia 1 + ~.

El esquema L-Secant funciona de forma parecida al método descrito anteriormente,
es asi como en la Figura 4.4, se observa la sucesion A} con los mismos parametros
usados para el L-Newton, al igual que el caso anterior A\} es una sucesion monétona
creciente que comienza en cero y luego de un nimero finito de iteraciones toma
el valor de 1, de hecho para las primeras 13 iteraciones del L-Secant el método es
practicamente el L-scheme y a partir de la iteraciéon 21 el método es el Type-Secant.

Para este ejemplo, el mejor método es el Type-Secant puesto que tiene mejor
rendimiento que los otros esquemas y ademas no es necesario calcular las derivadas
de las funciones involucradas. Aunque para algunos tamanos de malla, el esquema
de Newton es mejor, este falla en varios casos, lo que hace que este método no sea
recomendable. Debemos recordar que el esquema Type-Secant también es localmente
convergente, lo que podria significar una desventaja, puesto que el método podria fa-
llar. Es por ello que a pesar de que el L-Newton y el L-Secant tienen un rendimiento
mas bajo, nosotros recomendamos su uso, ya que la convergencia de estos esquemas
estd asegurada. El L-scheme y el L2-scheme tienen un rendimiento muy pobre, re-
gistran un alto nimero de iteraciones y un tiempo de CPU muy grande, en particular,
el método L-scheme tiene una convergencia muy lenta para este ejemplo, registrando
los peores tiempos de calculo de entre todos los esquemas investigados.
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4.4.3 Ejemplo 3

Este ejemplo ha sido usado por varios autores [3,22,26,27] y fue propuesto por primera
vez en [3] para estudiar el método de linealizacién de Picard Modificado. Consideramos
el caso de un suelo arenoso representado por el dominio espacial = (0, 2) x (—40,0).
Las funciones hidraulicas estdn dadas por un modelo Haverkamp [8]. Los pardmetros
del modelo vienen dados por: 6, = 0.287, 6, = 0.075, a = 1.611 x 10°, 3 = 3.96,
K, =944 x 1073, A = 1.175 x 105, y v = 4.74. Al igual que el ejemplo anterior
fijamos la condicién de parada ||¢Zill — il < 1071° y calculamos el nimero
de iteraciones y tiempo de CPU. No comenzamos las iteraciones de los métodos de
linealizacion con la solucion en el tiempo anterior como es habitual, sino que comen-
zamos todas las iteraciones con la funcién ¢y, (z,z) = 1.02z — 20.7. Analizamos
las soluciones numéricas para los pasos de tiempo h; = 1,10 y los tamanos de malla
h = 0.9428,0.6248,0.3195. Adema&s usamos dos condiciones iniciales Vg = —61.5 y

W, = —40.

Los resultados de convergencia se muestran en la Tabla 4.4 para la primera
condicién inicial y en la Tabla 4.5 para la segunda condicién inicial. Analizamos
el nimero de iteraciones y el tiempo de CPU. Observamos que todos los esquemas
convergen, inclusive el esquema de Newton, para todos las pasos de tiempo, tamanos
de malla y las dos condiciones iniciales investigadas. Observamos que el tamano de
la malla no tiene un efecto significativo en el nimero de iteraciones que utilizan los
métodos de linealizacion analizados.

El L2-scheme tiene mejor rendimiento que el L-scheme cuando usamos la condicién
inicial ¥y = —61.5 en contraste con la segunda condicién inicial donde tiene un mejor
rendimiento el L-scheme. Esto se puede apreciar en la Tabla 4.4 y 4.5, si utilizamos
Uy = —61.5 el L2-scheme usa 45 iteraciones, mientras el otro método tiene un de-
sempeno muy pobre con 114 iteraciones. Por otro lado el L2-scheme con la segunda
condicion inicial usa 74 y 71 iteraciones respectivamente para los dos pasos de tiempo
investigados, mientras el método L-scheme tiene un mejor desempeno obteniendo
entre 17 y 19 iteraciones. Aun cuando las iteraciones de los métodos L-scheme y
L2-scheme no son costosas, su rendimiento es muy pobre, esto se debe a que es-
tos esquemas tienen una convergencia lenta caracterizada por una gran cantidad de
iteraciones y tiempos de calculo mayores que los esquemas propuestos en esta tesis.

El esquema Type-Secant muestra un gran rendimiento, registrando tiempos de
CPU y numero de iteraciones muy bajos, de hecho su rendimiento es muy similar al
método de Newton, utilizando la primera condicién inicial. El método Type-Secant
hace 8 iteraciones y el método Newton 7 para todas las mallas utilizadas. Con la
segunda condicién inicial, el Type-Secant registra 7 iteraciones mientras que el método
de Newton tiene 8 y 7 iteraciones para h; = 1 y h; = 10 respectivamente. El bajo
nimero de iteraciones del esquema Type-Secant da como resultado tiempos de CPU
mas bajos y en algunos casos incluso més pequenos que los del método de Newton,
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Tabla 4.4: Iteraciones y tiempo de CPU para tamanos de malla de 0.9428,0.6248, y

82

0.3195 usando un paso de tiempo de h; = 1,10 para la condicién inicial ¥y = —61.5

(Ejemplo 3)

como es el caso de la segunda condicién inicial con h; = 1.

Numero de iteraciones

Tiempo de CPU

h ‘ 0.9428 0.6248 0.3195 ‘ 0.9428 0.6248 0.3195
ht — 1
Newton 7 7 7 0.69 2.10 7.82
L-scheme 114 114 114 10.25 30.46 133.78
L2-scheme 45 45 45 487 1236 47.71
L-Newton 21 22 23 2.13 6.45 25.66
Type-Secant 9 8 8 0.84 2.17 8.24
L-Secant 23 23 24 2.19 6.53 25.91
ht = 10
Newton 7 7 7 0.70 2.03 7.80
L-scheme 114 114 114 10.20  30.17 114.52
L2-scheme 45 45 45 4.01 11.98  46.87
L-Newton 17 18 19 1.69 5.24 21.31
Type-Secant 8 8 8 0.73 2.18 8.20
L-Secant 18 19 20 1.71 5.38  21.38

Para este ejemplo el método Type-Secant es una extraordinaria alternativa al
esquema de Newton, ya que tiene un desempeno similar, exhibiendo un nimero de
iteraciones y tiempos de CPU muy similares al método de Newton y no usa la derivada
de la funcién 6.

De todos los esquemas estudiados que poseen convergencia global, el L-Newton y
L-Secant se convierten en una buena alternativa, estos esquemas registran practicamen-
te el mismo nimero de iteraciones y tienen el menor niimero de iteraciones de entre

todos los esquemas globalmente convergentes analizados en este ejemplo.

El L-Newton y el L-Secant registran practicamente el mismo niimero de iteraciones,
de hecho, con la primera condicién inicial registran entre 25 y 26 iteraciones para
h, = 1y 23 o 24 iteraciones con h; = 10, mientras que para la segunda condicién
inicial estos métodos tienen valores de 12 o 13 iteraciones para h; = 1 y 11 para

ht - 10

El tiempo de CPU se muestra en la Tabla 4.4 y 4.5 para las dos condiciones
iniciales utilizadas, observamos que el tiempo de CPU maés bajo lo registra el método
de Newton en todos los casos. Puesto que el esquema Type-Secant hace un poco
mas de iteraciones que el método de Newton, su tiempo de cémputo es ligeramente
mas alto. El L-scheme tiene el tiempo de CPU maés pobre para la primera condicién
inicial mientras que para ¥g = —40 el tiempo de cémputo mas grande lo registra el
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Tabla 4.5: Iteraciones y tiempo de CPU para tamanos de malla de 0.9428,0.6248, y
0.3195 usando un paso de tiempo de h; = 1,10 para la condicién inicial Vg = —40

(Ejemplo 3).

Numero de iteraciones Tiempo de CPU

h ‘ 0.9428 0.6248 0.3195 ‘ 0.9428 0.6248 0.3195
hy =1
Newton 8 8 8 0.77 2.38 8.86
L-scheme 17 18 19 1.70 5.28  20.66
L2-scheme 74 74 74 6.66 21.21 78.90
L-Newton 11 11 11 1.09 3.39 12.15
Type-Secant 9 9 9 0.83 2.47 9.29
L-Secant 12 12 13 1.15 3.39 14.03
ht - ].O
Newton 7 7 7 0.71 2.09 7.85
L-scheme 19 19 19 1.84 545  20.56
L2-scheme 71 71 71 7.86 19.98  79.58
L-Newton 10 10 10 0.98 2.93 11.00
Type-Secant 8 8 8 0.73 2.17 8.29
L-Secant 11 11 12 1.06 3.12 1291
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Figura 4.6: Geometria y condiciones de borde del Ejemplo 4.

L2-scheme. El método L-Newton obtiene practicamente el mismo tiempo de calculo
que el L-Secant para todos los casos, siendo el del L-Newton ligeramente mas bajo.
Notemos que atin cuando los dos esquemas tienen practicamente el mismo nimero
de iteraciones, el tiempo de calculo del L-Secant es ligeramente mayor que el del L-
Newton, lo que significa que cada iteracion es més cara. Ademas el L-Newton obtiene
el menor tiempo de CPU entre todos los métodos que tienen convergencia global,
mientras el esquema L-Secant posee el tiempo de CPU mas pequeno entre todos los
que tiene convergencia global y no utiliza la derivada de la funcién 6.

4.4.4 Ejemplo 4

Este ejemplo considera un tipo de suelo arenoso en el dominio 2 = (0,2) x (—2,0) C
R2, que representa una seccién vertical del subsuelo. Las funciones hidraulicas estdn
dadas mediante un modelo Van-Genuchten con los parametros: 6, = 0.446.,0, = 0,
a=0.152, n =117, m=1—-(1/n) y K, = 0.00082. El problema usa condiciones
de borde mixtas, la condicién de Dirichlet estd dada por ¥(z,z,t) = 2 para todo
(x,z) € I'py = (0.75,1.25) x {0} y ¥(z,2,t) = —1.26 para todo (x,z) € I'ps =
(1,2)x{—2}, en el resto de la frontera I'y = 9Q— (I'p; Ul py) se impone una condicién
de Neumann homogénea, ver Figura 4.6. La presién inicial es U(z, z,0) = —1.26 para
todo (z,z2) € Q.

El criterio de parada para todos los métodos de linealizacion, estd dado por
||¢1?j:11 — pllz2@ < 10719 y asi mismo todos los esquemas investigados comien-
zan las iteraciones con la soluciéon obtenida en el paso de tiempo anterior, es decir,
Y +1 = Y. Examinamos las soluciones numéricas solamente para el primer paso de
tiempo como fue sugerido en [4] para los pasos de tiempo h; = 0.25,1,5 y los tamanos
de malla h = 0.354,0.155,0.097.

Los resultados de convergencia se muestran en la Tabla 4.6, lo primero que notamos
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Tabla 4.6: Numero de iteraciones y tiempo de CPU para tamanos de malla A de
0.354, 0.155 y 0.097 y pasos de tiempo h; de 0.25, 1 y 5. (Ejemplo 4).

Ntumero de iteraciones Tiempo de CPU

h | 0.354 0.155  0.097 | 0.354 0.155 0.097
Newton 4 5 5 0.21 1.58 3.93
L-scheme 14 13 14 0.55 2.86 7.96
L2-scheme 112 121 122 4.16 26.40 70.49
L-Newton 7 7 7 039 220 5.64
Type-Secant 5 5 5 025 143 3.72
L-Secant 8 8 8 043 249 6.40
ht - 1
Newton 5 5 5 026 152 3.95
L-scheme 13 16 15 0.50 3.49 8.50
L2-scheme 119 122 112 4.48 26.63 69.64
L-Newton 6 7 7 032 220 5.64
Type-Secant ) 5 ) 0.25 144 3.71
L-Secant 7 8 8 0.39 245 6.43
ht = 5
Newton 5) 5 5 0.13 1.57 4.23
L-scheme 13 14 14 0.50 3.06 7.97
L2-scheme 93 96 97 3.44 21.12 55.48
L-Newton 5 6 6 0.28 1.89 4.84
Type-Secant 6 5 ) 029 146 3.71
L-Secant 7 7 7 040 2.18 5.62

es que todos los esquemas convergen, incluido el esquema de Newton, para todas las
mallas y pasos de tiempo investigados. Sin embargo, el esquema de Newton podria
fallar para tamanos de malla mas pequenos.

En la Tabla 4.6 se muestra el nimero de iteraciones para los esquemas estudiados.
Los mejores resultados los obtienen los esquemas de Newton y Type-Secant con 5 i-
teraciones aproximadamente, sin embargo, el método L-Newton tiene un rendimiento
similar con 6 iteraciones aproximadamente, seguido del L-Secant con 7 iteraciones. En
cuanto al L-scheme, hace entre 13 y 16 iteraciones, es decir, aproximadamente el doble
de los esquemas L-Newton y L-Secant. El método L2-scheme tiene un rendimiento
muy pobre, es demasiado lento, registrando 120 iteraciones aproximadamente, aunque
tiene una disminucion significativa cuando h; = 5 con aproximadamente 95 itera-
ciones.
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Figura 4.7: Perfiles de presién para T = 20, h; = 1 y un tamano de malla h = 0.155
(Ejemplo 4).

En la Tabla 4.6 se muestran también los tiempos de CPU, podemos observar que
el esquema mas rapido es el Newton, sin embargo, recordemos que este esquema puede
fallar, el esquema Type-Secant muestra tiempos de computo muy parecidos al Newton,
a veces incluso mas pequenos, dado que este método parece ser mas robusto que el
esquema de Newton se convierte en una buena alternativa. Por otro lado el método L-
Newton muestra tiempos de CPU un poco més altos que el método de Newton y muy
similares al L-Secant, observe que el método L-Secant registra tiempos de cémputo
ligeramente mas altos que el L-Newton. En cuanto al L-scheme este muestra tiempos
de CPU aproximadamente 30% maés grandes que el L-Newton. Como esperdbamos,
el L2-scheme, muestra un tiempo de calculo muy pobre en comparacién con todos los
otros esquemas.

El esquema L-Newton es el mejor método para este ejemplo, ya que su rendimiento
es apenas superado por el método de Newton. Creemos que es un pequeno precio a
cambio de un algoritmo mucho mas robusto, cuya convergencia estd garantizada para
cualquier solucion inicial seleccionada. En el caso de los esquemas que no utilizan
la derivada de 0, el esquema Type-Secant es sin duda el mejor. Este esquema hace
practicamente el mismo nimero de iteraciones que el método de Newton con tiempos
de coémputo similares. Sin embargo, recuerde que el esquema Type-Secant solo tiene
convergencia local, por lo que el método podria fallar, aiin cuando parece ser més
robusto que el esquema de Newton. Es por esta razén que preferimos el método L-
Secant en lugar del Type-Secant atin cuando tiene un rendimiento ligeramente menor.
En este ejemplo, atin cuando el L-scheme hace muchas iteraciones, aproximadamente
14, su tiempo de célculo es aceptable puesto que sus iteraciones no son costosas. El
peor método para este ejemplo es sin lugar a dudas, el L2-scheme, puesto que tiene
un rendimiento muy pobre y note que incluso cuando sus iteraciones no son costosas,
su tiempo de CPU es muy grande.
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4.5 Conclusion

En este capitulo consideramos algunos métodos de linealizacion para la Ecuacién de
Richards. Los métodos se estudiaron comparativamente, para lo cual examinamos
el nimero de iteraciones y el tiempo CPU. Se discuten los esquemas iterativos para
resolver los sistemas no lineales totalmente discretos obtenidos luego de aplicar un
Esquema de Euler y el método elementos finitos de Galerkin a la ecuacién diferencial
parcial no lineal degenerada.

Nos concentramos en el método de Newton y el L-scheme y proponemos tres
nuevos esquemas de linealizacién, el L-Newton, Type-Secant y L-Secant. Propor-
cionamos una prueba rigurosa de la convergencia de estos métodos. Todos los es-
quemas propuestos tienen un orden de convergencia superlineal, algunos de estos es-
quemas pueden tener incluso convergencia cuadratica como es el caso del L-Newton.
Dos de estos métodos tienen convergencia global y el restante parece ser mas robusto
que el esquema de Newton. Presentamos cuatro ejemplos numéricos ilustrativos, con
parametros realistas, en 2 y 3 dimensiones espaciales

Los hallazgos numéricos apoyan los resultados tedricos encontrados. Los experi-
mentos numéricos muestran que el esquema de Newton cuando no falla, posee un
buen rendimiento ya que requiere un menor ntimero de iteraciones y tiempo de CPU,
sin embargo como ya dijimos es el menos robusto de todos los esquemas investigados,
ya que existen casos en los que el método fallo. Aun cuando el L-scheme es mas
facil de implementar, no necesita el calculo de la derivada de 6 y las iteraciones son
mas econdmicas, este solo tiene una convergencia lineal, lo que podria resultar en
una convergencia muy lenta. Ademads no existe en la literatura una técnica adecuada
para seleccionar el parametro L y los ejemplos numéricos presentados en este capitulo
muestran que diferentes selecciones del parametro L pueden conducir a esquemas con
rendimientos diferentes. Por otro lado, los esquemas L-Newton y L-Secant son muy
robustos, por lo que su convergencia estd garantizada, su rendimiento es ligeramente
inferior al método Newton y muy superior al L-scheme y al L2-scheme. Es por esta
razén que estos dos métodos son una gran alternativa al método de Newton. En
los cuatro ejemplos discutidos, el esquema L-Secant mostré un desempeno similar al
método de Newton en lo que se refiere al nimero de iteraciones y tiempos de CPU,
ademads este esquema también demostrd ser mas robusto que el método de Newton
yva que converge donde el esquema de Newton fallé. Los esquemas propuestos en este
capitulo constituyen una alternativa eficaz a los tradicionales.



Capitulo 5

CONCLUSIONES Y
RECOMENDACIONES

Esta tesis propone ocho nuevos esquemas de linealizacién para la Ecuacion de Richards,
se prueba tedricamente sus propiedades de convergencia y se presentan varios ejem-
plos numéricos en dos y tres dimensiones que confirman los hallazgos tedricos. Los
ejemplos nos permiten estudiar el rendimiento de los métodos. Los nuevos esquemas
son comparados con el método de Newton, que se caracteriza por tener un orden
de convergencia superlineal pudiendo incluso ser cuadraticamente convergente, pero
solo es localmente convergente, por lo que el esquema puede fallar. Mas ain, la
convergencia del método depende del tamano de la malla espacial como se muestra
en la seccion 2.1 de esta tesis. Los nuevos métodos también son comparados con el
L-scheme, caracterizado por ser globalmente convergente. Sin embargo, el método es
muy lento con un rendimiento muy pobre.

Para resumir, este trabajo se concentra en los métodos linealizacion para la Ecuacién
de Richards y las contribuciones de esta tesis son:

e Basado en las ideas de [4,15,32,41,43] se prueba formalmente algunas propiedades
de convergencia de los métodos de Newton, Picard Modificado y L-scheme para
la Ecuacién de Richards con una discretizacién de elementos finitos de Galerkin.

e Se propone una generalizacién del L-scheme y se demuestra su convergencia
global bajo ciertas hipétesis de la funcion Ly ;.

e Se proponen cuatro nuevos esquemas numeéricos globalmente convergente y con
orden lineal, dos de estos métodos no usan la derivada de la funcion 6.

e Se proponen cuatro nuevos esquemas de linealizacién con orden superlineal,
en dos de estos se demuestra su convergencia global y se obtiene el orden de
convergencia tedrico, en lo dos restantes solo damos el orden de convergencia
tedrico, dos de estos métodos no usan la derivada de la funcién 6.
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5.1 Conclusiones

e Si usamos la Ecuaciéon de Richards en su cuarta forma con un Esquema de
Euler totalmente implicito en el tiempo y el método de elementos finitos de
Galerkin en el espacio, los métodos de Newton y Picard Modificado convergen
solo localmente, su convergencia local solo puede ser demostrada si previamente
se usa un paso de regularizacién sobre la funcién . Ademés el método de Picard
Modificado tedricamente es mas robusto que el método de Newton, que posee un
orden de convergencia superlineal, incluso cuadratica en algunos casos, mientras
la convergencia del Picard Modificado es solo Lineal. En los dos métodos la
convergencia depende del tamano de la malla espacial.

e Si usamos la Ecuacion de Richards en su forma mixta con un Esquema de FEuler
semi-implicito en el tiempo y elementos finitos de Galerkin en el espacio, el
método de Newton también tiene convergencia inicamente local. Sin embargo
para probar la convergencia del esquema no es necesaria la regularizacién de
0. La condiciéon de convergencia en este caso sigue dependiendo del tamano
de la malla espacial y en este caso también depende del paso de tiempo, la
convergencia sigue siendo superlineal.

e Si utilizamos la forma mixta y cuarta forma con los esquemas de Euler total-
mente implicito y semi-implicito en el tiempo y elementos finitos de Galerkin
en el espacio, en todos los casos se puede demostrar la convergencia global del
L-scheme, con la tnica diferencia que cuando se utiliza el Esquema de Euler to-
talmente implicito es impresindible una restriccién en el paso de tiempo, ademas
no es necesario en ningun caso usar una regularizacion sobre la funcién 6. Este
esquema tiene un orden de convergencia solamente lineal.

e Los nuevos esquemas de linealizacion presentados en esta tesis son mas robustos
que el método de Newton, mucho mas eficientes que el L-scheme y se convierten
en una valiosa alternativa cuando se trata de resolver la Ecuacién de Richards.

e En el capitulo tres proponemos una generalizacion del L-scheme y demostramos
su convergencia global bajo ciertas hipétesis de la funciéon Ly, ;. Esta nueva
teoria desarrollada permite formular nuevos esquemas numéricos con conver-
gencia global, propusimos en esta tesis cinco nuevos esquemas. FEs evidente
que se puede utilizar estos hallazgos tedricos para desarrollar otros esquemas de
linealizacion.

e Los experimentos numéricos presentados en el capitulo tres confirman los ha-
llazgos tedricos del capitulo y ademas sugieren que cuatro de los esquemas que
poseen orden de convergencia lineal tienen un mejor rendimiento que el L-
scheme, ya que registran un menor nimero de iteraciones, tiempos de CPU mas
bajos y tasas de convergencia mas pequenas. El esquema numérico restante es
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muy rapido y tiene el mismo orden de convergencia que el método de Newton
y aun cuando no se logré demostrar totalmente la convergencia del método, los
experimentos numéricos muestran que es mas robusto que el método de Newton
e inclusive en ocasiones puede tener un mejor rendimiento.

e En el capitulo 4 presentamos tres nuevos esquemas con orden de convergencia
superlineal, probamos formalmente la convergencia global y el orden de con-
vergencia de dos de ellos. Para el restante esquema demostramos formalmente
su convergencia local y hallamos su orden de convergencia. Los experimentos
numeéricos realizados en este capitulo ratifican estos hallazgos tedricos.

e El esquema L-Newton es un esquema globalmente convergente y tiene el mismo
orden de convergencia del método de Newton. Aun cuando en la practica es un
poco mas lento que el esquema Newton, creemos que es un pequeno precio a
cambio de la convergencia global del método.

e El Type-Secant es un esquema localmente convergente, los experimentos numéri-
cos muestran que es mucho mas robusto que el método de Newton y no usa
la derivada de la funcién 6. El Type-Secant tiene un orden de convergencia
superlineal, teéricamente menor que el método de Newton, sin embargo en la
practica tiene un rendimiento muy similar.

e El L-Secant es un método globalmente convergente que posee el mismo orden de
convergencia tedrico que el método Type-Secant. Auin cuando los experimentos
numéricos muestran que es mas lento que el método Type-Secant, pensamos que
es un pequeno precio que se debe pagar a cambio de la convergencia global. El
L-Secant es un método que no usa la derivada de la funcién 6, lo cual significa
una gran ventaja del método.

5.2 Recomendaciones

e Dado que la convergencia del método de Newton depende del tamano de la
malla espacial y del paso de tiempo, (ver seccion 2.1.2), pensamos que se puede
usar la estimacién (2.8) para desarrollar un método multimalla con paso de
tiempo adaptativo, para aumentar la robustez y el desempeno del método de
Newton. Asi, podriamos comenzar las iteraciones con una malla gruesa y luego
de algunas iteraciones cambiar a una malla mas fina. Esta técnica combinada
con el uso de un paso de tiempo adaptativo podria llevar a la convergencia del
método de Newton. Pensamos que al usar este procedimiento, no solamente el
método de Newton serd mas robusto, sino que seria mucho mas rapido, pues la
mayor parte de las iteraciones deberian realizarse con la malla gruesa, lo que
significa que los sistemas de ecuaciones seran mucho méas pequenos y por tanto
el método sera mucho mas rapido.
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e Recomendamos estudiar estas mismas técnicas para otro tipo de discretizaciones
espaciales, como el método de volimenes finitos y asi mismo para otro tipo de
problemas mas generales como los flujos en medios porosos multifasicos.



Bibliografia

1]

2]

Chen X. and Y. Dai. An approximate analytical solution of Richards’ equation
with finite boundary. Boundary Value Problems, 167:11p, 2017.

C. Paniconi and M Putti. A comparison of Picard and Newton iteration in the
numerical solution of multidimensional variably saturated flow problems. Water
Resources Research, 30:3357-3374, 1994.

M. Celia and E Bouloutas. General mass-conservative numerical solutions for
the unsaturated flow equation. Water Resources Research, 26:1483-1496, 1990.

F. List and F. Radu. A study on iterative methods for solving Richards’ equation.
Computational Geosciences, 20:341-35, 2016.

G. Manoli, S. Bonetti, J. Domec, M. Putti, and G. Katul. Tree root systems com-

peting for soil moisture in a 3D soil-plant model. Advances in Water Resources,
66:32-42, 2014.

G. Marinoschi. Functional approach to monlinear models of water flow in soils.
Mathematical Modelling: Theory and Applications. Springer, 1st edition. edi-
tion, 2010.

M.Th. van Genuchten. A closed-form equation for predicting the hydraulic con-
ductivity of unsaturated soils. Soil Science Society of America Journal, 44:892—
898, 1980.

R. Haverkamp, M. Vauclin, J. Touma, P. J. Wierenga, and G. Vachaud. A
comparison of numerical simulation models for one-dimensional infiltration. Soil
Science Society of America Journal, 41:285-294, 1977.

J.W. Delleur. The handbook of groundwater engineering. CRC Press, second
edition edition, 2006.

E. Buckingham. Studies on the movement of soil moisture. U.S. Department of
Agriculture Bureau of Soils, 38, 1907.

L.A. Richards. Capillary conduction of liquids through porous mediums. Journal
of Applied Physics, 1:318-333, 1931.

92



BIBLIOGRAFIA 93

[12]

[13]

[14]

[18]

[19]

[20]

21

[22]

23]

H.W. Alt and S. Luckhaus. Quasilinear elliptic-parabolic differential equations.
Mathematische Zeitschrift, 183:311-341, 1983.

O. Misiats and K. Lipnikov. Second-order accurate monotone finite volume
scheme for Richards’ equation. Journal of Computational Physics, 239:123-137,
2013.

F. Lehmann and P. Ackerer. Comparison of iterative methods for improved
solutions of the fluid flow equation in partially saturated porous media. Transport
in Porous Media, 31:275-292, 1998.

M. Slodicka. A robust and efficient linearization scheme for doubly non-linear
and degenerate parabolic problems arising in flow in porous media. Journal on
Scientific Computing, 23:1593-1614, 2002.

M. Kuraz, P. Mayer, and T. Dagmar. An adaptive time discretization of the
classical and the dual porosity model of Richards’ equation. Journal of Compu-
tational and Applied Mathematics, 233:3167-3177, 2010.

B. Cumming, T Moroney, and I. Turner. A mass conservative control volume
finite element method for solving Richards’ equation in heterogeneous porous
media. Numerische Mathematik, 51:845-864, 2011.

C. Zambra, M. Dumbser, E. Toro, and N. Moraga. A novel numerical method of
high-order accuracy for flow in unsaturated porous media. International Journal
for Numerical Methods in Engineering, 89:227-240, 2012.

Caviedes D., Garcia P., and J. Murillo. Conservation, stability and efficiency
of a finite volume method for the 1D Richards’ equation. Journal of Hydrology,
480:69-84, 2013.

H. Cao, T. Yu, and X. Yue. A Completely Discrete Heterogeneous Multiscale
Finite Element Method for Multiscale Richards’ Equation of Van-Genuchten-
Mualem Model. Journal of Applied Mathematics, 2014:1-10, 2014.

W. Lai and F.L. Ogden. A mass-conservative finite volume predictor-corrector
solution of the 1D Richards’ equation. Journal of Hydrology, 523:199-127, 2015.

Y. Baron, V. Coudiére and P. Sochala. Adaptive multistep time discretization
and linearization based on a posteriori error estimates for the Richards’ equation.
Applied Numerical Mathematics. An IMACS Journal, 112:104-125, 2017.

M. S. Slam. Sensitivity analysis of unsaturated infiltration flow using head based
finite element solution of Richards’ equation. Matematika, 3:131-148, 2017.



BIBLIOGRAFIA 94

[24] B. Deng and J. Wang. Saturated-unsaturated groundwater modeling using 3D
Richards’ equation with a coordinate transform of nonorthogonal grids. Applied
Mathematical Modelling, 50:39-52, 2017.

[25] R.S. Carsel and R.S. Parrish. Developing joint probability distributions of soil
water retention characteristics. Water Resources Research, 24:755-769, 1988.

[26] R. Eymard, M. Gutnic, and D. Hilhorst. The finite volume method for Richards’
equation. Computational Geosciences, 3:259-294, 1999.

[27] K. Brenner, D. Hilhorst, and H. Vu-Do. A gradient scheme for the discretization
of Richards’ equation. Finite Volumes for Complex Applications VII-Elliptic,
Parabolic and Hyperbolic Problems, 1:537-545, 2016.

[28] K. Brenner, D. Hilhorst, and H. Vu-Do. The generalized finite volume SUSHI
scheme for the discretization of Richards’ equation. Vietnam Journal of Mathe-
matics, 44:557-586, 2017.

[29] M. Berardia and M. Vurroa. The numerical solution of Richards’ equation by
means of method of lines and ensemble Kalman filter. Mathematics and Com-
puters in Simulation, 125:38-47, 2016.

[30] L. Fengnan, Y. Fukumoto, X. Zhao, I.S. Pop, and F. Radu. A Linearized Finite
Difference Scheme for the Richards Equation Under Variable-Flux Boundary
Conditions. Journal of Scientific Computing, 83:16, 2020.

[31] F. Radu, I. Pop, and P. Knabner. Order of convergence estimates for an Euler
implicit, mixed finite element discretization of Richards’ equation. SIAM Journal
on Numerical Analysis, 42:1452-1478, 2004.

[32] I. Pop and F. Radu. Mixed Finite elements for the Richards’ equation: lineariza-
tion procedure. Journal of Computational and Applied Mathematics, 168:365—
373, 2004.

[33] F.A. Radu, L.S. Pop, and P. Knabner. Error estimates for a mixed finite element
discretization of some degenerate parabolic equations. Numerische Mathematik,
109:285-311, 2008.

[34] C.J. Van Duyn and L.A. Peletier. Nonstationary filtration in partially saturated
porous media. Archive for Rational Mechanics and Analysis, 78:173-198, 1982.

[35] J. Kacur. On a solution of degenerate elliptic-parabolic systems in Orlicz-Sobolev
spaces 1. Mathematische Zeitschrift, 203:153-171, 1990.

[36] F. Otto. Lj-contraction and uniqueness for quasilinear elliptic-parabolic equa-
tions. Journal of Differential Equations, 131:20-38, 1996.



BIBLIOGRAFIA 95

[37]

[42]

[43]

[44]

T. Arbogast, M.M. Obeyesekere, and M.F. Wheeler. Numerical methods for
the simulation of flow in root-soil systems. Society for Industrial and Applied
Mathematics, 30:1677-1702, 1993.

C. Fassino and G. Manzini. Fast-secant algorithms for the non-linear Richards’
equation. Communications in Numerical Methods in Engineering, 14:921-930,
1998.

L. Bergamaschi and M. Putti. Mixed finite elements and Newton type lineariza-
tions for the solution of Richards’ equation. International Journal for Numerical
Methods in Engineering, 45:1025-1046, 1999.

I. Pop. Error estimates for a time discretization method for the Richards’ equa-
tion. Computational Geosciences, 6:141-160, 2002.

F.A. Radu, I.S. Pop, and P. Knabner. On the convergence of the Newton method
for the mixed finite element discretization of a class of degenerate parabolic

equation. Numerical Mathematics and Advanced Applications, 42:1192-1200,
2006.

H. Berninger, Kornhuber R., and O. Sander. Fast and robust numerical solution
of the Richards’ equation in homogeneous soil. SIAM Journal on Numerical
Analysis, 49:2576-2597, 2014.

J.W. Both, K. Kumar, J.M. Nordbotten, I.S. Pop, and F. Radu. Linear iter-
ative schemes for doubly degenerate parabolic equations. Advances in Water
Resources, 94:11-22, 2018.

D. Michael, C.T. Tocci, and Kelley. Accurate and economical solution of the
pressure-head form of Richards’ equation by the method of lines. Advances in
Water Resources, 20:1-14, 1997.

G. Williams and C. Miller. An evaluation of temporally adaptive transformation
approaches for solving Richards’ equation. Advances in Water Resources, 22:831—
840, 1999.

D. Kavetski, P. Binning, and S. Sloan. Adaptive time stepping and error con-
trol in a mass conservative numerical solution of the mixed form of Richards’
equation. Advances in Water Resources, 24:595-605, 2001.

M. Kuraz, P. Mayer, and P. Pech. Solving the nonlinear and nonstation-
ary Richards’ equation with two-level adaptive domain decomposition (dd-
adaptivity). Applied Mathematics and Computation, 267:207-222, 2015.

K. Brenner and C. Cancés. Improving Newton’s method performance by
parametrization: the case of the Richards’ equation. SIAM Journal on Nu-
merical Analysis, 55:1760-1785, 2017.



BIBLIOGRAFIA 96

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

[55]

[56]

[57]

[58]

[59]

[60]

D. Illiano, S. Pop, and S. Radu. Iterative schemes for surfactant transport in
porous media. Computational Geosciences, page 18, 2020.

R. Timsina, H. Khanal, and K. Uprety. An Explicit Stabilized
Runge-Kutta—Legendre Super Time-Stepping Scheme for the Richards Equa-
tion. Mathematical Problems in Engineering, 2021:1-11, 2021.

P. G. Ciarlet. The finite element method for elliptic problems, volume 2 of Classics
in Applied Mathematics. STAM, second edition edition, 1978.

S. C. Brenner and L. R. Scott. The mathematical theory of finite element meth-
ods, volume 15 of Texts in Applied Mathematics. Springer-Verlag, third edition
edition, 1991.

J. Richard, S. Cheung, and T. Mai. Multiscale simulations for multi-continuum
Richards equations. Journal of Computational and Applied Mathematics, 397:28,
2021.

E. Schneid, P. Knabner, and F. Radu. A priori error estimates for a mixed
finite element discretization of the Richards’ equation. Numerische Mathematik,
98:353-370, 2004.

I. S. Pop, M. Sepilveda, F. A. Radu, and O. P. Vera Villagran. Error estimates
for the finite volume discretization for the porous medium equation. Journal of
Computational and Applied Mathematics, 234:2135-2142, 2010.

P. Knabner and L. Angermann. Numerical methods for elliptic and parabolic
partial differential equations. Springer, 2003.

M. Grau. On iterative methodsto solve nonlinear equations. PhD thesis, Univer-
sitat Politecnica de Catalunya, Espana, 2015.

J. E. Dennis and R. B. Schnabel. Numerical Methods for Unconstrained Opti-
mization and Nonlinear Equations, volume 16 of Classics in Applied Mathemat-
ics. SIAM, 1st edition edition, 1996.

L.C. Evans. Partial differential equations. American Mathematical Society, sec-
ond edition edition, 2010.

Lipnikova K., D. Moulton, and D. Svyatskiy. New preconditioning strategy
for Jacobian-free solvers for variably saturated flows with. Advances in Water
Resources, 94:11-22, 2016.

R. Younis, A. Tchelepi, T. Dagmar, and K. Aziz. Adaptively localized
continuation-Newton method nonlinear solvers that converge all the time. SPE
Journal, 15:526-544, 2010.



BIBLIOGRAFIA 97

[62] X. Wang and H. Tchelepi. Trust-region based solver for nonlinear transport in
heterogeneous porous media. J. Comput. Phys., 253:114-137, 2013.

[63] X. C. Cai and D. E. Keyes. Nonlinearly preconditioned inexact Newton algo-
rithms. SIAM Journal on Scientific Computing, 24:183-200, 2002.

[64] V. Dolean, M. J. Gander, W. Kheriji, F. Kwok, and R. Masson. Nonlinear pre-
conditioning: how to use a nonlinear Schwarz method to precondition Newton’s

Method. SIAM J. Scientific Computing, 6:3357-3380, 2016.

[65] 1. S. Pop and B. Schweizer. Regularization schemes for degenerate Richards’
equations and outflow conditions. Mathematical Models and Methods in Applied
Sciences, 21:1685-1712, 2011.

[66] H. Brézis. Operateurs mazimauzx monotones et semi-groupes de contractions dans
les espaces de Hilbert. Mathematics studies. North-Holland; American Elsevier,
1st edition edition, 1973.



